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SIMBOLOGIA
MODOS NORMAIS.
f - freqüência,
r - variável de distância,
z - variável de profundidade,
c - velocidade do som.
E - energia.
V - energia potencial,volume.
T - energia cinética,
g - coordenada generalizada,
p - coordenada principal.
Q - força generalizada,
s - autovalor,
q - coeficiente,
n - grau do polinómio.
N,N(t) - força principal.
NUVi - força principal por unidade de volume,
K - rigidez,número de onda.
ki - termo da matriz de rigidez.
M - inércia.
nii - termo da matriz de inércia
D - termo da matriz dinâmica.
A, B - constantes.
U - velocidade de grupo,
v - velocidade de fase.
m - número do modo.
V I
Re - residuo.
T(t),g(t) - dependências temporais,
t - tempo,
h - espessura de camadas.
R(r) - autovetor horizontal.
Z(z) - autovetor vertical.
J0, - funções de Bessel.
H0,Y0 - funções de Hankel.
b - razão de densidades.
R - coeficiente de reflexão.
R(z) - variação de R na profundidade.
P,p - pressão.
u - velocidade de partícula.
W - potência.
<fl - freqüência angular.
a,a(h),P,x “ fase.
0,<j) - transformação de coordenadas.
e - deformação.
A, - módulo volumétrico, comprimento de onda.
A - comprimento de onda de interferência,
c - tensão volumétrica.
*p, v|/,£ - deslocamentos potenciais.
0 - ângulo de incidência ou saída. 
k - número de onda horizontal.
Y - número de onda vertical,
p - densidade.
t - densidade modal de energia cinética.
|0 - avaliação na origem.
1 - yTÍ.
matriz.
matriz transposta, 
vetor.
vetor transposto, 
derivada no tempo de a. 
segunda derivada no tempo de a. 
determinante de A.
produto escalar de a por b. 
valor médio de a. 
gradiente.
acréscimo diferencial na variável z 
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RAIOS
g - gradiente de velocidade do som.
R - raio de curvatura, distância radial
D(0) - dependência angular em distância, 
a,b,c,d,e,n,P - contantes.
I - intensidade.
S,A - áreas.
1 - distância perpendicular.
N - fator de diretividade.
v(t) - função de Airy.
t - coeficiente.
Pe(x,y) - função de Pearcey.
D - profundidade.
P - periodo.
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RESUMO
A propagação de ondas sonoras em águas oceânicas é objeto de 
estudo de vários segmentos de pesquisadores no âmbito mundial. De 
importância fundamental, o desenvolvimento de modelos de propagação 
viabiliza a otimização de experimentos em campo, bem como possibilitam 
a análise dos resultados de medições e portanto, a obtenção de 
parâmetros relevantes na área da acústica submarina.
0 conhecimento de uma normalização ou classificação geral de 
modelos é necessária, para efeito de comparação com desenvolvimentos já 
obtidos pela comunidade cientifica internacional. Um tipo de modelo, 
denominado Modos Normais, fornece o campo de pressão sonora em função 
da distância através do somatório das contribuições de modos acústicos 
na lâmina de água. Neste modelo, através do estudo das curvas de 
dispersão, é possivel identificar freqüências anti e quasi-ressonantes 
como sendo, respectivamente, máximas e minimas velocidades de grupo. 0 
modelo de Raios Acústicos também se apresenta como de grande utilidade 
visto que, além de calcular a perda de transmissão, indicam visualmente 
através do diagrama de raios, o caminho percorrido pela frente de onda, 
bem como as diversas situações que ocorrem e que devem ser analisadas 
na propagação, tais como a formação de grupos de raios de mesma espécie 
e o cruzamento de raios, onde a teoria clássica calcula intensidade 
infinita.
O presente trabalho envolve o estudo destes dois tipos de 
modelos, incluindo as análises acima mencionadas, através de programas 
de computador em linguagem ’C’. Calcula-se o campo de pressão e a perda 
de transmissão de uma fonte harmônica em uma área do oceano modelada 
como água rasa. Os resultados dos cálculos são comparados entre si e
com medições publicadas na literatura, apresentando uma boa aproximação 
do fenômeno da propagação sonora neste ambiente.
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ABSTRACT
X
Underwater sound propagation has been object of many research 
world wide. Models of sound propagation are of great importance for the 
optimization of field experiments, in the analyses of measurements 
results and the important parameters related.
A general classification of models is necessary for comparisons 
of results presented by the international scientific community. One 
such model is denominated Normal Modes and leads to the sound pressure 
field determination with distance through a summation of acoustic modes 
present in the water layer. Through this model, it is possible to 
identify anti-ressonant and quasi-ressonant frequencies as being 
maximum and minimum group velocities, respectively.
The Ray Acoustic models is a valuable and efficient technique 
for transmission loss determination and the visualization of the sound 
wave front 'Graveled path. It also allows analysis of the formation of 
ray groups of same nature, and rays crossings where classical theories 
indicates infinite intensity.
This work presents the aplication of these two models for the 
calculation of sound field and the transmission loss of a harmonic 
source in shallow waters. All computer programs were written in ' C' 
language. Results obtained from both models were compared indicating 
good agreement. Comparisons were made with experimental results 
presented in the literature.
CAPÍTULO 1
INTRODUÇÃO
Em meados do século IX, a preocupação de se conhecer o 
comportamento acústico num ambiente aquático já existia. Realizavam-se 
experimentos para o cálculo da velocidade do som : dois barcos 
separados por uma distância conhecida onde, num deles, um sino (fonte) 
era submerso e excitado com uma batida. No mesmo instante, um sinal 
luminoso era emitido para o outro barco (o receptor) que iniciaria a 
contagem do tempo. A recepção deste sinal se fazia por meio de um tubo 
curvado em direção a fonte. A razão distância pelo tempo entre o 
acionamento da fonte e o momento que o receptor detectava o primeiro 
som, fornecia sua velocidade.
O desenvolvimento dos sistemas acústicos no oceano teve avanço 
por volta da primeira grande guerra. Foram introduzidos conceitos 
elétricos e eletrônicos na geração e conversão de sinais. Em 1912, R. 
A. Fessendem desenvolveu a primeira fonte sonora de alta potência, que 
foi utilizada por muito tempo. Em busca de viabilizar a detecção de 
submarinos, aumentou o interesse nos estudos da dinâmica que envolvia a 
propagação acústica submarina e procurou-se explorar também os 
conceitos até então conhecidos : óticos, térmicos, magnéticos e 
eletromagnéticos. Após a guerra, criou-se núcleos de pesquisa 
direcionados ao assunto em vários paises onde, entre os objetivos, 
estava diminuir o ruido gerado pelos equipamentos navais e o 
desenvolvimento do sonar ativo.
Em 1937, Athelstan Spilhaus inventou o batitermógrafo, aparelho 
que possibilitou a medição da temperatura da água em função da
2profundidade e, assim, o cálculo do perfil de velocidade do som que 
afeta muito a transmissão dos sinais acústicos.
As bases teóricas sobre propagação sonora no oceano surgiram no 
final da segunda guerra e vários fatores que influenciavam-na estavam 
identificados e conhecidos. Mas as pesquisas e desenvolvimentos 
continuaram. Com o passar dos anos, o procedimento empirico utilizado 
com o objetivo de conhecer o comportamento do som no mar, foi 
complementado por modelos baseados em procedimentos matemáticos gerais. 
A partir da década de 60, com o advento dos primeiros computadores, 
novos modelos ou técnicas foram progressivamente desenvolvidos. Afim de 
obter-se a confiabilidade necessária na predição do campo acústico, 
iniciou-se o cruzamento de informações entre os resultados das medições 
em campo e resultados obtidos pelos modelos. Com o aumento gradativo do 
poder de processamento dos computadores, ampliou-se a faixa dinâmica 
analisa- da, com freqüências cada vez mais baixas para lâminas de água 
profundas e cada vez mais altas para lâminas de águas rasas onde, nos 
dois casos, muitos cálculos e iterações são necessários.
O problema de propagação sonora no oceano é objeto de estudo de 
vários segmentos de pesquisadores no mundo inteiro. Utilizam-se 
princípios de ótica, que tratam dos estudos de difração e reflexão 
baseados na lei de Snell, teoria eletromagnética e conceitos de 
sistemas vibrantes.
Burdic [1] apresenta nos capítulo 2,4 e 5, uma introdução ao 
sistema acústico oceânico, com respeito a propagação, características 
do meio, teoria da onda e dois modelos simples. Bobber [2] e Albers [3] 
descrevem os equipamentos utilizados nos experimentos no mar, com suas 
características, formas de projeto, técnicas de medição e calibração. 
Medições e fórmulas da variação da velocidade do som com a profundidade 
são abordadas por Wilson [18] e Mackenzie [19] , o primeiro abordando o
3assunto experimentalmente, mostrando seus resultados práticos para o 
ajuste de curvas e, o segundo, analizando e discutindo os procedimentos 
e resultados obtidos por pesquisas anteriores. Tolstoy e Clay [4] 
fornecem uma abordagem que envolve a teoria básica e experimentos tanto 
em águas rasas quanto em mares profundos. Um detalhamento maior, porém, 
é obtido em seus artigos [15], [16] e [17]. Clay e Medwin [5] englobam 
diversas técnicas e aplicações no estudo dos componentes que 
influenciam as ondas sonoras na lâmina de água, como o espalhamento e 
difração, principios de transmissão e um pouco de análise de sinais. Da 
mesma forma, Urick [8] descreve a teoria, acrescentando o ruido 
ambiente, perda de transmissão, radiação, detecção de navios e o 
sistema sonar como um todo. Spofford [6] descreve um modelo de perda de 
transmissão pela acústica de raios, indicando o tratamento para as 
situações em que hipóteses simplificativas devem ser avaliadas em 
função da modelagem do ambiente (geometria, perfil de velocidades, 
etc) . A teoria é explanada na referência [10] . Um resumo das várias 
técnicas de modelagem é encontrado em Jensen [11] e Kupermann [12], 
onde são apontadas as classificações, descrições, vantagens e 
desvantagens dos métodos.
Outro assunto de grande interesse são as chamadas relações de 
intensidade ou leis de decaimento expostas por Weston [13] e 
Murphy/Olesen [14], que são mapeadas como função da distância e 
freqüência, fornecendo representações de alta qualidade para as 
medições de perda de transmissão em águas rasas.
No capitulo 2, o tratamento ao problema de propagação sonora 
no oceano terá o enfoque aplicativo dos modelos. Uma comparação 
qualitativa de algumas formas de abordagem será feita, com suas 
descrições gerais, limitações e diferenças, uma vez que as diversas 
técnicas envolvidas, as vezes, têm uma matemática complexa.
4O capitulo 3 aborda um modelo de propagação em águas rasas, 
denominado modos normais, sendo completamente desenvolvido através da 
generalização matemática dos sistemas acústicos similares utilizados na 
área. São aplicados conceitos de quantidades generalizadas, a teoria do 
residuo de Cauchy e deriva-se as equações para um número qualquer de 
camadas, pois o meio, será considerado horizontalmente estratificado.
O modelo de raios acústicos é analisado no capitulo 4, onde um 
programa de traçado do diagrama de raios (base fundamental para a 
obtenção do modelo) é apresentado. Também genérico em número de 
camadas, com diferentes gradientes de velocidade do som, auxiliam a 
entender as considerações e formulações completas da modelagem do 
oceâno através deste método.
No capitulo 5, os modelos serão aplicados e as possíveis 
comparações entre os dados medidos e calculados pelos mesmos estarão em 
análise, bem como os limites de precisão envolvidos e as conseqüências 
sobre os desvios dos parâmetros.
No capítulo 6, algumas indicacões para a continuidade deste 
trabalho são fornecidas.
A obtenção de modelos de propagação (cálculo da perda de 
transmissão com a distância) pode colaborar para a otimização dos 
sistemas de sonar onde, através da figura 1, nota-se a introdução do 
resultados desses modelos (PT). Estes sistemas são, na sua grande 
maioria importados e, o acesso e manutenção por parte de, por exemplo, 
companhias de pesca de pequeno e médio porte se torna difícil, 
nivelando por baixo a eficiência deste tipo de atividade em relação aos 
barcos equipados. Sabe-se, hoje, que o país está muito aquém da 
produção total de alimentos do mar, apesar do limite de 200 milhas em 
toda sua costa. Isto se reflete de sobremaneira na economia e na 
conquista de novos mercados exportadores. Também se justifica a medida
5em que os experimentos carreados por instituições de pesquisa podem ser 
melhor programados, pois os dados medidos em campo devem ser explorados 
em sua plenitude, uma vez que o custo envolvido em tais experimentos é 
considerável.
Transmissão (PT).
CAPÍTULO 2
TÉCNICAS DE MODELAGEM
2.1 CLASSIFICAÇÃO.
Os modelos computacionais de propagação de ondas sonoras no 
oceano começaram interessar os pesquisadores a partir da década de 60, 
que tinham por objetivo, estimar a dependência em freqüência das 
propriedades temporais e espaciais dos campos de pressão no oceano, 
planejar melhor seus experimentos e otimizar os sistemas de sonar até 
então concebidos. Desta data em diante, muito progresso tem-se obtido, 
com novas formas de abordagem do problema. Surgiram, então, inúmeros 
códigos de computadores baseados nas várias técnicas, e tornou-se 
necessário administrar ou padronizar certos aspectos desse 
desenvolvimento.
Como características de uma modelagem de qualidade, os 
mecanismos de perda acústica do meio devem ser identificados. Parte-se 
do tipo de distribuição do campo de pressão (cilindrico ou esférico) e, 
complementarmente, as perdas por reflexão e difração do fundo e da 
superficie, mais a absorção de volume. Esta última envolve a 
viscosidade e o processo químico de relaxação do meio. Quanto mais 
baixa a freqüência, menores perdas dessa natureza ocorrem e maiores 
distância de propagação são analisadas. As perdas no fundo são 
computadas em função do ângulo de incidência e freqüência das ondas, 
existindo um limite no qual a atenuação se torna menor. Na superfície, 
a rugosidade ou ondas é importante no processo de difração e decaimento 
do campo acústico médio. Em certas porções do oceano ou sob
7determinadas condições, alguns parâmetros reais podem ser 
simplificados.
Uma divisão geral classifica os modelos pela forma de 
utilização :
- Pesquisa.
- Operação.
Um critério de classificação também utilizado é quanto ao tipo do 
modelo:
- Perda de transmissão.
- Ruidos.
- Reverberação (sonar ativo).
Uma categoria fundamental de modelos são aqueles derivados 
empiricamente, que fazem parte de modelos gerais e servem de parâmetros 
de entrada ou para prever quantidades intermediárias:
- Modelos ambientais.
Dentro destas divisões, ainda existem classes de acordo com a técnica 
utilizada que serão detalhadas a seguir.
2.1.1 QUANTO A FORMA DE UTILIZAÇÃO.
Os modelos de pesquisa são aqueles em que a precisão é um fator 
de muita importância e os ambientes estudados são bem definidos e 
conhecidos, ou seja, ambientes de laboratórios, áreas oceânicas ou até 
mesmo lagos onde os parâmetros geofisicos estão comprovadamente 
avaliados. Aqui, o tempo de processamento do modelo não é um parâmetro 
que demanda excessiva preocupação.
Por outro lado, a operacionalidade requer execução rápida, pois 
são utilizados em campo, onde adquire-se constantemente resultados ou 
sinais, juntamente com a inclusão de novos dados a serem avaliados.
Entretanto, certos fatores limitantes no cruzamento entre a formulação 
teórica e a aplicação operacional dos modelos, existem. Podemos citar:
- Capacidade de processamento.
- Falta de métodos matemáticos para avaliar situações complexas 
na propagação.
- Dados insuficientes das condições e propriedades do mar de 
resolução confiável para a validação dos modelos.
- Avaliação da repetibilidade das medições.
2.1.2 QUANTO AO TIPO.
Na classificação quanto ao tipo, perda de transmissão (PT) , 
ruido e reverberação, existe uma interligação pois o primeiro é 
utilizado para a obtenção dos demais, fazendo parte das características 
do meio na equação do sonar ativo (Fig. 2.1). Nos capítulos 3 e 4 serão 
analisados modelos (PT).
FIG. 2.1 - Interligação dos Modelos.
9Estes modelos (PT) partem da equação da onda tridimensional, derivadas 
das equações de estado, de continuidade e de movimento, que são 
simplificadas pela separação da equação geral, uma equação de Helmholtz 
independente do tempo e com solução harmônica (eq. 2.1). Soluções 
gerais com condições de contorno não-triviais devem ser resolvidas por 
métodos numéricos (p. ex.: diferenças finitas).
V2cp + —  <p = 0 (2.1)
c
Fixa-se, aqui, uma divisão principal entre as várias 
aproximações teóricas utilizadas para a obtenção de modelos, o que não 
impede que classificações mais detalhadas com relação a este item 
apareçam na literatura. Modelos de RAIOS e modelos de ONDAS têm como 
base a equação (2.1). Com respeito ao meio, estes podem ser 
independentes na distância, isto é, tem simetria cilíndrica e são 
horizontalmente estratificados, ou dependentes da distância com 
variáveis de relevo, perfil de velocidade do som, entre outras.
O modelo de raios é uma importante ferramenta no estudo da acústica 
submarina, que utiliza conceitos de refração da ótica (lei de Snell) e 
podem ser formulados considerando o ambiente não-homogêneo e com 
contornos complicados. Consiste na aproximação matemática da teoria da 
onda, dada pelo traçado dos caminhos percorridos pela frente de onda no 
meio. São de execução simples, de fácil visualização, rápidos em 
processamento, utilizados em ampla faixa de alta freqüência e não 
incluem difração e outros efeitos de onda. A medida que a freqüência 
decresce, devem ser incorporadas correções que avaliem o comportamento 
da intensidade. Perto do "cáustico" (cruzamento de raios), ocorrem 
anomalias no cálculo da intensidade pela teoria clássica, devido ao 
tipo do perfil de velocidade do som modelado.
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Existem duas formas de solução para este tipo de modelo:
a) Expansão por múltiplos caminhos: O campo acústico é 
expandido em termos de integrais onde cada uma representa um raio. Este 
método é também conhecido por WKB (devido a Wentzel, Kramers e 
Brillouin), que é uma técnica para a resolução de equações dependentes 
da profundidade nas soluções de modos normais. Então, para cada modo, 
existe uma representação por um raio acústico correspondente. Não se 
tem notícia de modelos dependentes da distância através desta técnica.
b) Separação da solução da equação de Helmholtz em componentes 
de amplitude e fase: assume-se que a primeira varia mais suavemente que 
a segunda ao longo da distância e as correções acima mencionadas são 
introduzidas. A dependência em distância pode ser resolvida por 
separação em intervalos onde as propriedades se mantêm constantes, ou 
existe uma pequena variação contínua do ambiente.
Por suas características, o modelo de RAIOS se adapta às 
condições de operacionalidade. A perda de transmissão é obtida do 
traçado de raios.
Necessitando um tempo maior de processamento, a intervenção 
mais constante do usuário e limitado a baixas freqüências, porém, 
fornecendo soluções mais exatas, os modelos de ondas são melhor 
utilizados na pesquisa da acústica submarina. O tratamento utilizado é 
semelhante a problemas de acústica de dutos ou salas, cuja técnica 
consiste em expandir o campo acústico em termos de um número discreto 
de modos normais na vertical, com espalhamento cilíndrico na 
horizontal, ou integrar numericamente a equação da onda. A solução é 
considerada como o produto da função de Green dependente da 
profundidade, com modos discretos ou contínuos, e a função de Bessel 
dependente da distância. Os modos discretos correspondem a soma dos 
resíduos da teoria de Cauchy. Fácil de implementar, mas não inclui o
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campo próximo e, o fundo, é tratado como sendo fluido, ou seja, não 
existem ondas de cisalhamento. Três subdivisões ou formas de análise 
podem ser obtidas:
a) Modos acoplados (Dependência da Distância - DD) : existe um 
acoplamento dos modos de maneira que a energia (E) que é perdida por um 
determinado modo é transferida a outro pela hipótese adiabática (Fig. 
2.2). Eles situam-se em regiões distintas, em função da variação 
ambiental não muito pronunciada.
E -» E
X y
ambiente a ambiente b
FIG. 2.2 - Modo x no ambiente a e modo y no ambiente b.
b) Teoria do campo rápido (Independência da Distância - ID): os 
parâmetros da equação da onda são obtidos de acordo com a aproximação 
por modos normais e, com respeito a distância, utiliza-se a 
Transformada Rápida de Fourier (FFT) para avaliar numericamente o 
resultado. Esta teoria exige que a variação da velocidade do som com a 
profundidade seja exponencial e não é possível obter modelos 
dependentes da distância. Como vantagens, cita-se, a inclusão do campo 
próximo e o tratamento do fundo como meio elástico.
c) Aproximação parabólica (DD) : a redução elíptica da equação 
da onda é substituída pela equação parabólica, que pode sofrer algumas 
correções, dependendo do método. Este tipo de solução pode facilmente 
ser vinculada a variação da distância e profundidade, separadamente, 
enquanto pelo outro método, necessita-se resolver numericamente uma
equação distância-profundidade simultaneamente. Por isso, é indicado 
para a obtenção de modelos dependentes na distância. A implementação 
deve ser acompanhada por um outro método que calcule a solução nos 
pontos iniciais do trajeto, o que é uma desvantagem da aproximação. 
Inclui fenômenos de difração. Por este modelo, o tempo de processamento 
aumenta com a distância, complexidade do meio e freqüência (f2) e não é 
óbvia a inclusão de fundo elástico. Pode ser resolvido por diferenças 
finitas ou elementos finitos.
Modelos de ruido objetivam prever o nivel médio de sinais 
captados por receptores em um ambiente com vida biológica, fluxo de 
embarcações, etc. Por outro lado, modelos estatísticos podem ser 
utilizados, com técnicas analíticas (dedutivas) ou de simulação 
(indutivas). Como mencionado anteriormente, estes utilizam modelos de 
perda de transmissão e a direcionalidade do receptor é um parâmetro 
importante.
Modelos de reverberação/sonar ativo estão intimamente ligados 
pois têm aplicações específicas semelhantes. 0 sonar ativo é composto 
por módulos tais como:
- perda de transmissão.
- ruído.
- reverberação.
- processamento de sinais.
- características do alvo.
- modelos ambientais.
Este último é composto por vários modelos intermediários:
- perfil de velocidade do som, que é uma função da temperatura, 
salinidade, profundidade, variações sazonais, diárias, etc.
- coeficientes de absorção.
- perdas por reflexão, etc.
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Os modelos de reverberação são compostos por três tipos em 
função da posição dos espalhadores: superficie, fundo e volume. Este 
último engloba resultados de aproximações por raios, perda de 
transmissão, expansão por múltiplos caminhos, considerando a existência 
de vida biológica.
0 quadro da fig. 2.3 resume os tipos de modelos encontrados na 
literatura e descritos acima.
* Dependência na distância.
FIG. 2.3 - Classificação dos Modelos.
2.2 CARACTERÍSTICAS DE AVALIAÇÃO.
Devido ao grande número de modelos e formas de abordagem que 
surgiram durante os anos, houve a necessidade de impor critérios de 
julgamento de qualidade dos trabalhos teóricos. Comitês ou comissões 
foram organizados com este objetivo (p. ex. : AMEC - Acoustic Model 
Evaluation Comrnittee) e alguns parâmetros começaram a ser considerados:
- precisão
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- tempo de processamento.
- complexidade de execução;
- facilidade de implementação.
- facilidade de alterações.
Além disso, a comparação de medições e cálculos de campo acústico, 
fundamental para a validação dos modelos, foi complementada pela 
comparação de resultados modelo-a-modelo. Outra manifestação da 
comunidade que pesquisa a acústica submarina é a de compilar, em 
determinados centros ou entidades especificas, o maior número possível 
de dados oceanográficos, que servem de suporte aos modelos de 
propagação.
CAPÍTULO 3
MODOS NORMAIS
3.1 O PROBLEMA DE AUTOVALORES E AUTOVETORES.
O conceito de modos normais é bem conhecido e utilizado na 
interpretação do comportamento dinâmico de vários sistemas mecânicos. 
Seja através da análise de uma viga finita vibrando livremente ou do 
cálculo das freqüências características dos modos acústicos de uma sala 
fechada, esta teoria possibilita o entendimento e a análise dessas e 
outras situações do dia a dia dos pesquisadores da área de vibrações e 
acústica. Também na acústica submarina, os modos normais têm sua 
aplicabilidade, iniciada e difundida décadas atrás pela comunidade 
cientifica internacional.
Neste capitulo, ilustra-se o procedimento de aplicação dos 
modos normais para representar o campo acústico num meio, cujos 
contornos simulam uma lâmina de água contendo uma fonte sonora.
Partimos de um sistema mecânico genérico que foi excitado, 
adquirindo energia potencial e cinética, na forma quadrática, com 
respeito às coordenadas generalizadas g , assim definidas [20]:
V = Í{g}T[M]{g} (3.1)
T = i{g} [m ] {g} (3.2)
As equações de Lagrange fornecem a equação do movimento para o sistema 
não amortecido,
[m ] {g}+ [k ]{g} = {Q} (3.3)
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Para resolver o problema de autovalores, supõe-se que a 
dependência de g no tempo é :
{g} = (4>}est 0.4)
Substituindo (3.4) em (3.3), porém, considerando o problema de 
vibrações livres ({q } = 0) obtem-se o sistema abaixo:
[[M]s2 + [k ]]{(J)} = {O} (3.5)
Portanto, o determinante da matriz dinâmica à esquerda deve anular-se, 
uma vez que o autovetor {<{>} é diferente de zero, ou seja,
[D«D )]{<|>} = {0} (3.6)
j D(C0 )| = 0 (3.7)
o que fornece o polinómio de grau 2n
s2n + q1s2n~1+. . . +q2n-1s + q2n = 0 (3.8)
onde, de uma maneira geral, obtêm-se as raízes complexas s, que no item
3.8 deste capítulo, a parte imaginária será referida como devido ao 
amortecimento,
S = Ôj ± iVj (3.9)
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Por outro lado, para o problema de autovalores não amortecido, as 
raizes se simplificam a
s = ±i(D (3.10)
Substituindo estas raizes na equação (3.5), concluí-se exitir um fator 
de multiplicidade 2, pois (-ico)2 = (+ico)2 = -to2, resultando a obtenção
de n autovalores reais G)2, (0Z2, . . ., Q2, calculados por
-[m ]{<|>}co2 + [K]{4>} = {0} (3.11)
Pode-se analizar a ortogonalidade dos autovetores {<))} pela escolha de 
duas equações genéricas r e s de (3.11), ou seja,
[ K ] {<t> }r = © 2[M]{<j)}r (3.12a)
[k ]{<J)}s = © 2s[M]{<t>}3 (3.12b)
e, em seguida, pré-multiplicando (3.12a) e (3.12b) por, respectivamente 
por {(j)}1 e {<|>}T , fazendo a diferença, resulta
o = (o“ -  »O í*}> ]{♦ } , (3.13)
Agora, duas situações devem ser analizadas. A primeira,
Se C0r ^ (0S => -
{4)}sT[M]{4>}r
= o,
Então {<J)}r e (4>}s são ortogonais com relação as matrizes de rigidez e 
inércia, [k ] e [m ], respectivamente. A segunda situação,
se cor
{«►}ÍEM]í*}r > 0 = Mr
{< t>}r[K ]{< j>}r >  o =  Kr
onde Kr —> rigidez modal e
Mr —» inércia modal.
Desta forma, pode-se concluir que
(3.14)
(3.15)
e os n autovetores formam uma base modal para o sistema a ser estudado. 
Este sistema, agora, tem n equações desacopladas pois, resolvido o 
problema de autovalores, foi possivel chegar a uma transformação que 
diagonaliza as matrizes de inércia e rigidez. Os autovetores 
resultantes serão utilizados para mudança de coordenadas, denominadas 
de coordenadas principais p, da seguinte forma
A nova forma das energias cinética e potencial total é a soma das 
energias modais, respectivamente, assim
n
(3.16)
j=i
(3.17)
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n .2
T  =  2  ?  m i  ‘ P ii—1
(3.18)
V = - H k -pI
i=l
(3.19)
Substituindo (3.16) em (3.3), obtém-se
[M][0»]{p}+ [K][0]{p} = {Q} (3.20:
Premultiplicando a equação acima por W '  resulta
[xMx]{p}+ [X]{PÍ = {N} i3-2i:
ou
%  Pi+ Icjíj. = Nx(t)
m. p2+ ]c,p2 = N2(t)
m,n P n +  K P n  =  N n ( t )
(3.22)
onde
{N} = [<D]T {Q } (3.23)
é a força principal.
3.2 FORÇA GENERALIZADA E SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL.
A força associada a fonte sonora será calculada mediante a 
análise de uma superfície esférica pulsante [4]. Por (3.23), a força 
principal da i-ésima coordenada é dada por
Fig. 3.1 - Fonte Esférica.
Ni = I X i - Q j  = W i Í Q )  (3*24>
j=i
A direção de interesse é apenas radial e a excitação total será 
calculada pela integral de superfície (3.25) e a força Q, dado abaixo
Ni = J W i • Q ds (3.25)
S
Q = -ag(t) (3.26)
onde ct é a tensão na superfície da esfera. Para uma dependência 
harmônica, g(t) = Bexp[i<at], substituindo e aplicando o teorema de
Gauss, tem-se
= — o. Beia>t J {<|>}. • ds = -oBeit0tJ V • {<J>}. dv (3.27)
3  V
Pela lei de Hooke, a tensão está relacionada com a deformação e por 
o = sA. , sendo A- o módulo volumétrico e e = (vf — v) / V. Procedendo as
substituições e considerando uma aproximação de fonte pontual, resulta 
em
Ni = XeVBeifi>t ( V • {<}> }± ) ^ (3.28)
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O indice 0 de refere a localização da fonte. Mas sV é o incremento de 
volume e, a força, em termos dessa unidade, fica
N1Vi = XBeímt (V • {41 Ji) (3.29)
Ainda, se o deslocamento potencial for utilizado, deve-se fazer as 
devidas transformações, ou seja
{<!>} = v{y}1 
{g} = v{ç}J
(3.30)
e, para este caso, uma das coordenadas da eq. (3.16) fica
= V{\j/}.p ou  ^= {v|/}.p (3.31)
e, portanto,
(v • W ) | 0 = V2{V }|0 (3.32)
e a força principal resulta
NiVi = X0Beia>ot. V2 {\|/} |o (3.33)
O i-ésimo termo da matriz de inércia, rc^, é derivado a partir 
da densidade modal de energia cinética, t, em um diferencial de volume 
de fluido que, integrada ao longo do mesmo, fornece a energia total 
dada pelo i-ésimo modo (T' = ) . Então, utilizando (3.18), (3.30) e 
(3.31),
T ^ P^{g) j -> T' = i | p^{g> j dV = i m, p =
22
1 = T^í p(V^)dV = TT J p(vY-p]dvm,
p v " p v
itii = J p(V\|f f  dV (3.34)
V
As soluções das equações (3.22) podem, agora, ser obtidas. 
Reordenando os termos, com o auxilio dos desenvolvimentos anteriores 
(eq. 3.33), tem-se
Pi + o?Pi = —  *0V2 { V}|Q ei<0ot (3.35;
m1 10
cuja solução é
D 0 OL
Pi = — hV2M \ 0T— 2--- JT (3.36)
mi ° " ®o)
3.2 SOLUÇÃO EM LÂMINA DE ÁGUA ESTRATIFICADA.
Uma vez concluida a formulação de sistemas dinâmicos através de 
quantidades generalizadas, o caminho está aberto para a resolução do 
comportamento das ondas, no que denomina-se lâmina de água 
estratificada. A análise está dirigida para a propagação a longa 
distância, resultado de sucessivas reflexões das ondas sonoras nos 
contornos, com ângulo de incidência acima de determinado valor (ângulo 
critico, 9C, medido na vertical, fig. 3.2). Abaixo deste, existe um 
número maior de reflexões imperfeitas onde o decaimento da energia é 
mais acentuado com a distância. Pode-se considerar campo distante os 
pontos apartir do qual uma frente de onda com ângulo de incidência 9C
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reflete no fundo e superfície chegando novamente a profundidade da 
fonte. Esta distância é 2htan(0c), h sendo a profundidade da lâmina. 
Alguns autores estabelecem um critério arbitrário de 10htan(9^) como 
limite de transição.
Outra questão diz respeito ao que se considera águas rasas ou 
profundas. Sobre esta dúvida, basta pensar que um problema de alta 
freqüência em águas próximas ao litoral, pode ser solucionado pela 
aproximação de modelos de oceano profundo e, por outro lado, propagação 
de freqüência muito baixa em lâmina de água profunda, pode ser 
analisada pela teoria de águas rasas. Utiliza-se o critério do produto 
adimensional Kh (k - número de onda na horizontal) sendo < 10 para águas 
continentais.
FIG. 3.2 - Limite do campo distante.
Existem atualmente muitos modelos, de variado grau de 
complexidade, para a predição do campo acústico em águas rasas mas, 
quem primeiro utilizou esta técnica, com conceitos que até hoje são 
aproveitados, foi Pekeris [30]. Ele analizou resultados de experimentos 
com fontes transientes (cargas explosivas) próximo à costa.
Clay e Tolstoy [4], , mais recentemente, desenvolveram a teoria 
de modos normais para fontes harmônicas através de modelos com lâminas 
multi-estratifiçadas, cujos resultados reproduzem os dados medidos com
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confiabilidade suficientemente aceitável. O modelo consiste de várias 
camadas de diferentes espessuras, densidades e velocidades do som entre 
dois espaços homogêneos (z<0 e z>zn) semi-infinitos ou de espessura 
muito maior que as demais. Considera-se que os contornos são paralelos 
ao plano Z (fig. 3.3) e o fenômeno da propagação é governado pela 
equação da onda em coordenadas cilíndricas, com a fonte no eixo de 
simetria do campo em r=0. Então,
= „  ,7)
õr2 r õr õz2 c2 õt2
A solução de (3.37) é obtida mediante a separação de variáveis,
de forma que o deslocamento potencial seja o produto de três funções, 
assim:
Ç = R(r). Z(z). T(t) (3.38)
Fig. 3.3 - Lâmina de água estratificada.
Conforme exposto no apêndice A8 e [16], para cada camada tem-
se :
Ri (r) = Jodqr)
T(t) = eimt 
Z^z) = Ai sen(y1z) + Bi cos^z)
(3.39)
(3.40)
(3.41)
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onde
co
KÍ + Yï = Kí = — !4.42)
Definindo iq = co/v, resulta
= ‘ (4-1 (3.43a)
onde v é a velocidade de fase. Se v<cir então
rí = K
J2 \
C?
(3.43b)
Assume-se que a distribuição nos espaços semi-infinitos é
exponencial devido a absorção que sofrem as ondas (Clay/Medwin [5]- 
A2.3.34). Portanto,
Zq ( z ) = A0eYílZ , z<0 (3.44)
Zn+1(z) = An+1e[’7'1+l(z_zn)] , z>zn (3.45)
Para avaliar as constantes (A^E^) das expressões da 
dependência na profundidade Z^z) (eq. 3.41), deve-se respeitar a 
continuidade de pressão e velocidade de partícula, ou seja,
Pi et2= Pi+i
3 L l
õt2
(3.46)
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ôz õz
e obtem-se um sistema de equações simultâneas da seguinte forma:
A-i + l ~ A-i
Yi
cos(yi+1zi). cosÍYiZj + ---seníy^zj. sen^zj
i+l bfi+l
+ B, y • 1 1 cosíy^zj. seníy^) + ---seníy^zj. cos(yizi)
Yii+l b,i+l
®i + l =  Ai
Y- 1
s e n ÍY i+ ^ i ) .  cosíYíZí )  +  -------c o s (y i+1zi ). s e n í y ^ )
Yi+i b i+i
+B,
Y- 1senfYi^Zi). s e n ^ z ^  + -— co síy ^zj. c o s ^ ^ )
Yi+i b,i+l
sendo que
A0 — b,B1
n + 1
b n + l
[A„ sen(ynzn) + Bn cos(ynzn)]
b i+i =
Pi+i
Pi
(3.47)
3.48a)
3.48b)
(3.49)
(3.50)
(3.51)
Estas equações assumem diferentes formas de acordo com a faixa 
de velocidade de fase (v) utilizada, conforme as equações (3.43a e b) , 
e são compatíveis apenas se a equação característica é verificada.
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3.4 EQUAÇÃO CARACTERÍSTICA.
A equação característica é obtida mediante a aplicação das 
condições de contorno ( [4]) relativa ao coeficiente de reflexão nas 
interfaces das camadas. Os modelos baseados em lâminas de água 
multiestratifiçadas são viáveis se existe uma razoável diferença de 
impedância entre essas. Isto possibilitará a ocorrência da reflexão 
total bem definida, representada por coeficientes compostos, que 
carregam informações da influência das camadas na propagação em relação 
àquela onde se encontram fonte e/ou receptor, ou seja, informa a fase 
na qual as ondas refletidas nas diversas interfaces se sobrepõem para 
formar o campo acústico na região de interesse.
Em primeiro lugar, deriva-se uma equação diferencial para o 
coeficiente de reflexão e, através de uma inversão, a variável 
independente passa ser a mudança de fase, com a justificativa que a 
solução desta tem um corportamento menos oscilatório. O resultado final 
é a equação característica da lâmina de água.
Figura 3.4 - Reflexão de Onda Plana - Meio Estratificado 
com Velocidade do Som Crescente.
Considerando uma frente de onda representada pelos raios da 
figura 3.4, propagando-se num meio homogêneo, de velocidade do som e
densidade px, limitado pelo contorno z = 0. Desta forma, um coeficiente 
de reflexão é definido como a razão entre a onda refletida e a onda 
incidente. Então, o campo de pressão em termos de deslocamento 
potencial com amplitude unitária pode ser representado, após a reflexão 
no contorno, como
Pode-se definir uma impedância na vertical em z = 0, da seguinte forma
De acordo com as condições de continuidade de pressão e 
velocidade de particula na interface, ou seja,
<j> =  e x p f i y ^ ]  +  R . e x p f - i y j z ] (3.52)
O deslocamento de partícula na vertical é dado por
(5.53)
P A  ~ P2<l)2 (3.55)
(3.56)
õz õz
obtêm-se a igualdade
p1 1 + r(-àz) _ p2 1 + R(Az) 
iyj 1 - r(-Az) iy2 1 - R(Az)
(3.57)
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Algumas relações auxiliam na obtenção da equação diferencial, e as 
diferenciações intermediárias estão contidas no apêndice A6. São elas 
(ref. [25] ) :
d , 1 d<b . 1 - R
—  ln <b = ---- = íy----
dz <j> dz 1 + R
(3.58)
2 d2
= -t! = U Ü l n + J + i ? ln*
(3.59)
Reagrupando (3.59),
d , 2 ( d
ln ç = -y - I —  ln <J>dz‘ dz (3.60)
Procedendo as devidas substituições de <j) e diferenciações, resulta na 
equação diferencial de Ia ordem, não linear
dR 1
-- (l - R2) —  ln y + 2iyR = 0
dz 2 ; dz
(3.61)
cuja forma é conhecida como equação diferencial de Ricatti (ref.[4]). 
Se for assumido que
d
—  ln y 
dz
<< 1 [3.62)
ou seja, a variação de y com a profundidade é pequena, (3.61) se reduz a
dR „ .
—  = -2 i y R 
dz
(3.63)
tendo como solução
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R(z) = r(z0 ) exp - 2i  í  y d s
Jz„
(3.64)
que é conhecido como coeficiente de reflexão por aproximação de raios 
(apêndice Al e hipótese da eq. 3.62 - Fig. 3.5).
1
>
Rm
C1 r Pl
2 h2
\ ‘ *2n C2 / P2
n-2 1 Rn-2,n
n-1 n^-i
>
Rn-l,n
Cn-1' Pn-1
n Cn'Pn
Figura 3.5 - Coeficiente de Reflexão Relativo.
Considerando y constante para cada camada e aplicando o procedimento 
acima para o meio estratificado, com os limites de integração sendo as 
profundidades de cada interface de espessura h os coeficientes de 
reflexão são calculados por
Riz = R(hi) expf-^iy^] 
R23 = R(h2) exp[-2iy2h2]
Rnn+i = R(hn)exp[-2iynhn]
[3.65)
Por outro lado, isolando R em (3.54) e com auxilio de (3.58),
obtem-se
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R =
iy--- ln <|)
____ dz
d ,
xy H---ln q)
dz
(3.66)
Considerando que, a partir do ângulo critico existe a condição de 
reflexão total, na qual as amplitudes das ondas incidente e refletida 
tem mesma magnitude (|r| = 1) , porém, havendo apenas uma mudança de fase
tal que
R = -|r | exp[2ia] [3.67)
com a = arctan y 1 ——ln <t>dz
-i
(3.681
De posse destas relações, mais eq. (3.61) e (3.62), a equação 
diferencial em a e sua solução ficam:
da
dz
(3.69:
a = f y dz + a0
Jzn
(3.70)
e, como derivado para R(z) em (3.64), obtêm-se as equações em a para as 
diversas camadas,
“i = Y A  + «(hj 
a2 = y2h2 + a(h2)
“ n =  7 A  + a(hj
(3.71)
Estabelecendo as condições de continuidade da equação (3.57) 
nos contornos, de forma a obter uma relação entre as mudanças de fases
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individuais em cada camada com referência a camada 1 (onde, geralmente, 
estão fonte e receptor) , ou seja, determinar R1(ü+1, a mudança de fase
total, para reflexões imperfeitas, será dada de acordo com o 
desenvolvimento seguinte:
- considerar |r| = 1 no contorno e aplicar a continuidade com 
a (hi) e ai+1. Assim,
Pli 
li i
exp ia(hi) + 1 exp -ia(hi) P1+i 1 f exp[iai+1 ] + 1 exp[-ia1+1]>
exp ia(hi) - 1 exp -iaíhi) / Yi+i i ,exp[iai+1] - lexp[-iai+1],
—  tan(a(hi )) = £^tan(ai+1) 
Yi Yi+i
;3.72)
(3.73)
a(hi) = arctan Pül J^tan(ai+1) 
Pi Yi+i
(3.74)
Aplicando o resultado acima às equações (3.71) e, fazendo a 
convenção de que a(hi) e a1+1 estão no mesmo quadrante (não tem sentido 
uma diferença maior que 7t/2 de uma camada a outra) , resulta, se a 
condição é cn+1 > v > cn... > cx > c0,
a i = Xio + Yí^i + arctantÍYi / y2)b2 t a n a 2] 
a 2 = Y2^ 2 + arctan[(y2 / y3)b3 t a n a 3]
ai = Y A  + arctantíyi / yi+1)bi+1 tanai+1]
« n  =  Y A  +  3ín,n+l •
(3.75)
onde Xn,n+i = arctan Pn+l Yn
Pn Y'„
(3.76)
+i /
A última equação difere das demais pois utiliza-se uma aproximaçao para 
an+1 = 7t/4, um ângulo limite no qual a frente de onda ainda pode emergir
à lâmina de água, em uma certa profundidade que depende do perfil de 
velocidade no espaço semi-infinito (matematicamente analisado na ref. 
[5], págs. 59 a 61 e apêndice 1, pág. 277).
Para v entre outros valores, por exemplo
cn+i > cn”*> cí+i > v > c^.^ c0, para os subscritos j>i, é trocado por 
y', de ocordo com (3.32).
O termo i10 foi introduzido, com as mesmas evidências 
mencionadas para Xn,n+i > Por mera formalidade, visto que seu valor é 
insignificante em função da razão de densidades. Para números tipicos 
« 0. 2, y0 « 2. 2, p.^ w 1000 e p0 « 1. 2, este termo fica
Xio = arctan(l0~4) « 0
A equação característica é obtida mediante a imposição de 
condições de contorno. Uma onda propagando-se em única camada de 
espessura h,, quando sofre reflexão perfeita, a variação total de fase 
está relacionada ao percurso dessa onda. Pela figura 3.6, este valor é 
2hK cos 0 = 2yh. Mas esta é, justamente, a variação de fase computada 
pelo coeficiente de reflexão da equação (3.65) e (3.67) e, portanto
Figura 3.6 - Mudança de Fase em Uma Camada.
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que é um resultado particular da equação (3.75) para a simplificação 
acima citada. Finalmente, para definir as condições de obtenção de 
parâmetros relevantes à propagação, analisa-se dois casos: - Caso 1 - 
Considerando as interfaces como nós de pressão (fig.3.7a) e utilizando 
as equações de deslocamento potencial (3.38) e (3.41), a pressão sendo 
dada por P = co2p% obtem-se
£ = (a sen yz + B cos yz). R(r). T(t) 
p(z = 0) = 0=>^ = 0 = > B  = 0 
P(z = h) = 0 => yh = irac
Caso 2 - Considerando a interface z = h como um máximo de 
pressão (nó de velocidade de partícula - fig.3.7b), resulta
yh = (m - 3/2)ir
onde m é o número do modo.
Relacionando as equação (3.75) e (3.77), concluí-se que a 
equação característica é, para os casos considerados acima, 
respectivamente
a = m7T (3.78a)
a = (m - 1/2)* (3.78b)
A resolução conjunta das equações (3.75) e (3.78a ou b) 
determinam funções contínuas o (k ) (curvas tracejadas na figura 3.8).
São dois os procedimentos que podem ser conduzidos:
Mantendo v = <d / k  = cte, determina-se as possíveis 
freqüências para um "raio" (modo), ou seja, os comprimentos de onda que 
satisfazem a condição de interferência para esta direção escolhida.
- Fazendo co = cte, determina-se as contantes de propagação de 
cada modo na faixa dinâmica estabelecida pelas freqüências de corte 
(cn+i < v < q) .
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AMPLITUDE DE PRESSÃO
Figura 3.7 - Possíveis Distribuições de Pressão na Vertical.
FIG. 3.8 - Obtenção das Constantes Modais.
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3.5 APROXIMAÇÕES E EFEITOS DE RESSONÂNCIA.
O objetivo das aproximações abaixo apresentadas é de
simplificar as equações para a1# tornando a resolução numérica mais 
rápida, muito importante quando vários modos são excitados. Outra 
vantagem é obtida com este tratamento à lâmina de água : são 
identificadas freqüências de ressonância e anti-ressonância, que 
definem pontos nas curvas de dispersão (velocidade de fase e grupo). Na 
resolução do modelo completo, certa região destas curvas apresentam 
descontinuidades provocadas pelo cálculo de alguns parâmetros próximos 
a interface. Nesta regiões, a escolha do intervalo em freqüência altera 
a forma da curva e o procedimento simplificado elimina este problema.
O conjunto de equações (3.75) será substituido por uma solução 
média da forma
de acordo com a faixa de velocidade de fase (v) utilizada e com a 
equação característica sendo obedecida. Tendo em vista a convenção de 
quadrantes mencionada no item anterior, a solução geral oscila em torno 
da linha reta (3.79). O próximo passo é dividir o meio estratificado em 
número de conjunto de camadas, tendo em vista que a razão principal de 
aplicar este tipo de modelo, está no contraste de impedâncias entre as 
faixas horizontais do modelo. Portanto, se for possível identificar uma 
interface z = zif na qual exista a condição de reflexão total bem 
definida, e esta interface, possa ser considerada um nó de pressão ou 
nó de velocidade de partícula, haverá dois conjuntos de equações que 
caracterizarão duas lâminas estratificadas, sendo que uma delas (z > zL) 
contém um espaço semi-infinito (n+1). Estas seções serão tratadas
n
(3.79)
i = l
37
independentemente, sem que se transponha qualquer condição de contorno 
em z = zi. Desta forma, para -oo < z < zir as seguintes equações são 
verificadas:
ou
Pi = Xio + Yihi + arctantíy! / y2)b2 t a n P 2] 
P2 = y2h2 + arctan[(y2 / y3)b3 t a n p 3]
Pi = Yihi
(3.80)
Pi =  Xio +  S  T A
j=i
(3.81)
Para zi < z < oo, as equações são
ai+i = Yi+ihi+i + arctan[(yi+1 / yi+2)bi+2 tanai+2]
« n  =  Ynhn +  Xn,n + 1*
(3.82)
ou
ai+i =  S  Yj+lbj+l +  X n , m [3.83)
3=1
Duas situações são possíveis na resolução das seções acima : a 
primeira, quando a interface z - zL comporta-se como um nó de pressão, 
uma grade de pontos denominada grade A (pontos Anp- fig.3.9) é
calculada, utilizando as equações características de forma semelhante a 
(3.78a),
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Pi = P* (3.84)
Quando p + n = m, a solução deste sistema leva, também, a solução do 
sistema (3.79), denominada solução média, que serve de aproximação ou 
valores de referência para a solução completa (3.75). No capítulo 5, a 
comparação entre resultados experimentais da literatura e cálculos de 
(3.75) e (3.79), confirmarão estas afirmações.
um nó de velocidade de partícula (pressão máxima), definem-se pontos da 
grade B (pontos Bnp- fig.3.9), através das equações características
Novamente, as soluções deste sistema são as mesmas do sistema médio se 
m = p + n.
A segunda situação, quando a interface z = se comporta como
(3.85)
P
n
Figura 3.9 - Pontos das Grades A e B.
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3.6 RESOLUÇÃO DE CONSTANTES PARA AS GRADES A e B.
Após a separação da lâmina de água em duas seções, como 
explanado no item anterior, a aplicação das condições, agora, 
determinarão as contantes relativas as autofunções em z, de acordo com
o sistema de equações simultâneas (3.48a e b) em Ai e Bif derivadas a 
partir da continuidade de pressão e deslocamento de particula. Para a 
grade A, mediante 3.38 a 3.41,
p = “p|i| = <»2PÇ P(z = °) = °'*
Então, Bj = Bi+1 = 0 (3.86)
e Ai+1 = (Yi/yi+1)Ai. (3.87)
Uma análise de parâmetros mostra que, se v > ci+1 > Ci obtem-se de 3.43a, 
Yi+i < Yi r o que implica que A1+1 > Ai. Fazendo a relação de pressões 
máximas verticais entre as duas seções, resulta
Pi+i _  ®  Pi+iSi+1 _  ®  Pi+iAi+i _  k  A-i+i ^  8 3 )
Pi °>2Pi4i “ 2P íA í 1+1 Ai
A relação entre máximas velocidades de partícula, indica, na vertical,
Uj+i = V(^i+i/^ t) = im(^1+1/az) = -A1+1Yí+1 = l 
Ui v(aÇi/at) íco(ô í^/ôz) -AiYi
e na horizontal
u, V(aÇj/at) ioíflç./õ:) A,k a .
(3.90)
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Esta análise mostra uma concentração de energia na camada (i+1) cujos 
termos são dominantes nas equações genéricas, nos pontos da grade A, 
tanto maior quanto v -» ci+1 (yi+1 -» o).
Para a grade B (um nó de velocidade de partícula na vertical) , 
as equações (3.48a e b), fornecem:
u(z = O) = 0; u = i(o(Aiyi cos y^ - B ^  seny^)
Ai — Ai+1 — 0
Bi+i = B<
bi+i 1
(3.91)
(3.92)
Uma análise semelhante àquela feita para a grade A, mostra que
Pi+i _  p 2P í +iS i+ i _  °>2P í + ib í+ i _
Pi
= b< Bj+i
Bf
= 1 (3.93)
A relação entre máximas velocidades de partícula, indica, na vertical,
ui+i _ V(dÇj+i/dt) _ i(o{õ%l+1/dz) _ ~B1+1y1+1 _ yi+1 
ui V(õ^/5t) í(a{õE,Jõz) -Biyi yi.bi+1
e na horizontal
u1+1 = V(^i+i/5t) = i<p(^j+1/ar) = B1+1k =
Ui V(õ^Jõt) ±a(ôSsí/ôr) BiK bi+1
Quando v -> ci+1 (yi+1 -> o), a velocidade de partícula na vertical tende a 
zero. O parâmetro principal que contrabalança as razões de energia 
entre as camadas é bi+1 (razão de densidades) e a espessura da camada 
(i+1) com relação a sua profundidade.
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A conclusão final, tendo como base as razões de amplitudes 
máximas de pressão, é que os pontos da grade A, tanto quanto a 
velocidade de fase (v) se aproxima da velocidade do som ci+1, determinam
o comportamento do campo acústico, isto é, os modos da lâmina completa 
estão fortemente acoplados aos modos livres da seção independente (i+1) 
e o meio espaço (i+2). As curvas de dispersão da lâmina completa tendem 
a seguir o resultado do modelo simplificado.
Para a grade B, o forte acoplamento dos modos com a camada (i) 
somente se verifica se o fator de dominância bi+1 é muito grande e a 
espessura da camada (i+1) é pequena (concentração de energia na camada 
i) . As curvas de dispersão do modelo completo, para este caso, podem 
divergir daquelas do modelo simplificado, mas serão uma boa 
aproximação. No capitulo 5, são mostradas as tendências das curvas 
acima mencionadas, indicando que os pontos da grade A estão 
relacionados com velocidades de grupo máximas (apêndice A3) (efeitos de 
anti-ressonância) e os pontos de grade B indicam velocidades de grupo 
minimas (fase de Airy - efeitos de ressonância) para os diversos modos. 
Estes efeitos são, teoricamente, mais pronunciados em alta freqüência 
(v —> ci+1) , mas a aplicação das simplificações explanadas a modos mais 
baixos, apresenta resultados satisfatórios, como será comprovado 
adiante.
3.7 CAMPO DE PRESSÃO PARA FONTE HARMÔNICA.
Este tipo de fonte é comumente utilizada em experimentos no 
oceano. As derivações da equaçào diferencial do movimento e da onda em 
coordenadas cilindricas formarão a base de cálculo do campo de pressão 
em lâminas de água estratificadas. Este será obtido pela soma das 
contribuições dos diversos modos verticais. Algumas hipóteses e
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manipulações são indicadas durante o desenvolvimento e muita das partes 
componentes do corpo principal do trabalho estão distribuídas nos 
apêndices para aumentar o número de informações e o grau de 
detalhamento.
Em primeiro lugar, supõe-se que os modos radiais de uma 
superfície cilíndrica se expande até o infinito e obtém-se o resultado 
semelhante ao caso de uma sala onde suas paredes são deslocadas e a 
diferença entre os autovalores torna-se cada vez menor, tendendo a zero 
quando a distância vai ao limite (apêndice A2). Então
f Jn(K,r).rdr =f J2(Ktr).rdr = — —  (3.95)Jo Jo K d K
Resolvendo (3.34) onde dV = rdrdGdz com (3.31), (3.38) e
(3.39), têm-se:
o o2 r27i„ r+o° , 
m, = p J?(Kr). —  rdr d0 Z?(z). dz (3.96)Jo c  Jo J-oo
I 2 £ í 2 ! r v (z)dz== ,3.97:
k-Hk- r2 J-® leriK- r.K d K  C J c o  K d  C'
Agrupando (3.31) e (3.36) com o resultado acima e procedendo o
somatório dos modos, segue que o deslocamento potencial total é dado 
por
Ç = 2 X  = <3-98>
B eic°ot 
Pi = —  ^ ov2{v}|0r-l--- Ti (3.36)mA 10 ^ <3 - (Dg J
\|/i = J0(Kr). Zi(z), com \|/r=0 = Z(z0) (3.99)
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(3.100)
A integral em k é imprópria e, para resolvê-la, lança-se mão de uma 
mudança no sistema de coordenadas com o caminho de integração como na 
figura 3.10, com o objetivo de torná-la convergente. Analiza-se o 
comportamento do integrando no plano complexo supondo que o autovalor 
k = Kg tem um pequeno amortecimento sendo deslocado ao quarto quadrante, 
tornando-se k = k0 -íe, e > 0, o que é verdade se se observa a solução 
das raízes s do problema geral de autovalores (eq.3.9).
+iQO
Figura 3.10 - Caminhos de Integração.
A integral fica:
(3.101)
onde, pela expansão assintótica
(3.102)
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Então, a integral resulta em
I = - f [ Hg (Kr) + H^ (Kr)] t-~— — j-r KdK (3.103)2 *»o L J (ca - ©o J
Ík  = iu u —> oo => H 1^1 ( K r )  —> 0 K = -ioo => HÍ,2>( K r )  -> 0 ,
a integral ao longo da linha 1 fica
J»Íco /io 0
H^ 11 (Kr) y— -----n KdK = “ 7— j---- jrudu (3.104)
0 (y - (O2 j * {a* - <a J
Ao longo da linha 2, existe um pólo de ordem 2 em k  = k 0 (apêndice Al), 
e o resultado da integração é
f - i ® m  C L, =  - Í 2 7 t  R e +  Hq ( K r ) -7— ----------- r - r  K d K
io (o - ®oJ
= -i2rt Re- í HÍ2> (-iur) 7— r-^ — rr udu (3.105)
j° (o2 - <B2 j
onde Re é o resíduo do pólo ou a soma do resíduos de vários pólos. Pela 
eq. (3.102) tira-se que H^í-iur) = -H^íiur) e o resultado de (3.101) 
fica
I = -Í7iRe (3.106)
sendo Re dado pelo apêndice Al,
- U<2> lv rl C <^Ú0< Ko)- K0
2(0
Re = H0 (KqT) (3.107)
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A composição do deslocamento potencial requer, ainda, algumas 
manipulações desenvolvidas em apêndices como indicado. Das equações 
derivadas da razão de transporte de energia (apêndice A3), comprova-se 
que
aiuivi = (3.108)
sendo vi = co/iq , uA = Õa/ÕK e I^ /co2 - cJi.
A constante B é obtida por meio da solução clássica para fonte 
considerada um monopólo (apêndice A9), ou seja
2
B = —  
®o
( 27TC0W >
Po j
Yi
[3.109)
Finalmente, utilizando a aproximação assintótica para a função 
de Hankel, o deslocamento potencial fica assim representado:
2 , - i ( K r - e o t - % )
£ = -i-4-.(poC0w)^yZi(z).Zi(z0).^ --- r-.. (3.110)
®>" i
O campo de pressão em termos do deslocamento potencial é dado 
como segue:
&Z 2 -p = -p— 7 = pco \
47t2 y  e -i(Kr-œt-^)
P = -i -7=- P- (p0c0wF2T  Zi(2). ^ (Zq).---- 7=—  (3.111)
V  r T  vi V K  i
ou
p = - i - L p Y  p ^ e 1«— '-5Í1 (3-112)
V  r  ~
Pi = PeXi —  Zi(z).Zi(z0) (3.113;
Ps
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PeXi = 47t2(p0c0W)^—Vi ^ K i (3.114)
onde PeXi é a função excitação para o modo i. No apêndice A4 obtêm-se a 
pressão RMS das i ondas de mesma freqüência <a0, mas de diferentes 
números de ondas k , :
T (y  Pi sen(Kr - + Z  Pi cos(icr - 71/4)
i 7 Vi
\2 Vi
(3.115)
No capitulo 5 são apresentados gráficos utilizando esta 
expressão para representar o campo acústico e a comparações com dados 
medidos e também os resultados de outros modelos.
3.8 ATENUAÇÃO MODAL.
Vários mecanismos do ambiente submarino são responsáveis pela 
atenuação das ondas sonoras. Dentre estes cita-se, o espalhamento 
devido as ondulações da superficie (interface ar-água), irregularidades 
da topografia do fundo, a natureza porosa de alguns sedimentos não 
consolidados (mistura de água e sedimentos), efeitos termoelásticos, 
atenuação de volume, e outros. Estes efeitos, ainda, podem variar com a 
distância, dificultando a definição precisa de um coeficiente. Porém, 
para longos trajetos, é coerente introduzir, no cálculo do campo de 
pressão, um fator que abrange o somatório de todos os mecanismos de 
dissipação de energia acústica. Este fator pode ser considerado como um 
componente imaginário do número de onda horizontal (ver neste capitulo, 
eq. (3.9)), k , ou seja,
k = k + i8 (3.116)
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Resultados publicados em estudos de águas rasas indicam que 6 é da 
ordem de 10~3m_1 e, desta forma, a introdução do número de onda 
modificado na equação característica pouco afetará a obtençào das suas 
raízes. Outra forma de abordagem considera, principalmente, os efeitos 
da atenuação no coeficiente de reflexão, devido a um sedimeto 
dissipativo. Assim, o módulo deste coeficiente difere daquele 
estipulado como unitário (eq. 3.67) na derivação das equações 
características. Então,
|R| = 1 — 8 8 << 1 (3.117)
onde 8 é o descréscimo de amplitude de uma reflexão simples de onda
plana. Considerando a distância entre sucessivas reflexões para um
determinado ângulo de incidência 0, dado por 2h tan0 (fig. 3.2), o 
diferencial de pressão por unidade de distância fica
Ap = ------- -p (3.118)
2h tan 0
Manipulando e integrando, resulta que
Ap _ 8
p 2h tan 0
(3.119)
p = p0 exp[-ôr] (3.120)
8 = ------- (3.121;
2h tan 0
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Conclui-se que é compatível multiplicar a eq.(3.112) por 
exp[-ômr], que representa um fator de perda global para cada modo e, a
expressão final para o campo de pressão RMS fica
•Jlr
f Y (y, Pie-5"1 sen(Kr - 7c/4) + Pie-8“1 cos(Kr - it/4)
Vi / Vi
(3.122)
Abaixo, apresenta-se o fluxograma dos cálculos que possibilita 
a obtenção das curvas e quantidades a serem analizadas no capítulo 5.
FLUXOGRAMA
CAPÍTULO 4
ACÚSTICA DE RAIOS
4.1 INTRODUÇÃO.
Os raios acústicos são representações do caminho que a frente 
de onda percorre a partir da fonte, no caso, em ambiente marinho. São 
linhas perpendiculares a esta frente de onda que definem a direção do 
fluxo de energia. De uma maneira simples, a quantidade de raios com 
separação constante é um indicativo da intensidade acústica, ou seja, 
para ondas planas, quanto mais espaçados, carregam menos energia.
Muito importante é caracterizar o ambiente onde se deseja 
representar a propagação do som através da acústica de raios. Num meio 
homogêneo e sem contornos, uma fonte pontual irradiando a energia 
acústica igualmente em todas as direções, a propagação será 
representada por raios igualmente espaçados em ângulos e com 
trajetórias lineares (direção radial - fig. 4.1a). A potência acústica 
é proporcional ao número de raios que partem da fonte. A uma 
determinada distância, o número de raios por unidade de área 
(esférica), fornece a intensidade acústica naquele ponto. Neste 
ambiente, então, como a área aumenta na razão l/R2 a distância R, têm-
se a lei de propagação esférica, ou seja, a energia se propaga a mesma 
razão em todas as direções.
Num meio não-homogêneo e com contornos, as simplificações acima 
não são aplicáveis. Neste caso, para a mesma fonte irradiando 
uniformemente, os raios apenas partem com igual angulação, mas a medida 
que se distanciam da fonte, haverá diferentes razões de propagação nas
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diferentes direções (fig. 4.1b). Portanto, os pontos de igual fase 
formam uma superficie não esférica e os raios, sempre normais a frente 
de onda, determinam centros de curvatura variáveis ao longo do caminho 
que percorrem. Apesar destas complicações, é possível calcular a 
intensidade acústica em função da densidade de raios sobre a superfície 
de propagação. A visualização do campo de pressão e o cálculo da perda 
de transmissão é obtida mediante um software de traçado de raios.
Figura 4.1 - Representação da Frente de Onda por Acústica de
Raios
O traçado ou diagrama de raios determina qual a faixa de 
ângulos específicas do campo próximo ou distante, bem como a 
distribuição das diversas "famílias" de raios que têm tratamento 
diferenciado no cálculo da perda de transmissão. Indicam, também, a 
formação dos denominados "cáusticos" que são, de uma forma simples, o 
cruzamento de raios que estão sujeitos a aproximações do perfil de 
velocidade do som.
Os modelos baseados no traçados de raios são, de uma maneira 
geral, comumente utilizados em faixa de alta freqüência e em oceanos
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profundos, onde existem pronunciadas mudanças no perfil de velocidades 
do som. A justificativa é que a solução da equação de Helmholtz, 
separada em componentes de amplitude e fase, assume que a primeira 
varia mais suavemente com a posição que a segunda (aproximação de alta 
freqüência). Apesar disto, correções introduzidas ao modelo permitem o 
estudo das baixas freqüências. É possível modelar lâminas de água que 
têm dependência em distância a partir modelos de acústica de raios 
devidamente adaptados para este fim.
Para se ter uma idéia da complexidade do assunto, na 
referência [6], o modelo foi desenvolvido por uma equipe muito bem 
estruturada, que pesquisaram três anos para chegar ao resultado final.
0 modelo é explanado neste capítulo. Existe um bloco simplificado que 
analisa a propagação em águas rasas, mas a pesquisa bibliográfica 
mostra que GARON [29] aperfeiçoou o programa, dirigindo-o 
especificamente para águas continentais. Isto reflete que a perfeita 
compreensão dos problemas de acústica submarina necessitam de tempo e 
pessoal especializado, bem como intercâmbio das instituições de 
pesquisa.
4.2 DESENVOLVIMENTO DO DIAGRAMA DE RAIOS.
A propagação acústica no oceano é governada pela equação da 
onda. Como forma de aproximar soluções teóricas da solução exata, a 
técnica do traçado de raios é uma poderosa ferramenta e muito utilizada 
nas últimas décadas. Traça-se o diagrama de raios e neste, identificam- 
se os caminhos que percorrem as frentes de ondas, calculam-se as 
intensidades parciais de conjuntos de raios e somam-se estas para obter
o campo sonoro total. A derivação das equações utilizadas no programa de 
traçados de raios toma como base uma região na qual existe um gradiente
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de velocidade do som. Para modelar uma lâmina de água completa, divide- 
se a profundidade em segmentos onde é possivel ajustar o tipo de perfil 
acima a condição real do oceano. Esta lâmina será, como no modelo de 
modos normais, estratificada, hipótese esta que é muito utilizada em 
trabalhos práticos (Fig. 4.2). A conseqüência direta é a forma de 
análise no cálculo da perda de transmissão como será apresentado 
adiante. Não se considera a variação dos parâmetros ambientais com a 
distância.
eU). c(xl c(t)
ï
\
Figura 4.2 - Ajustes de Perfis 
de Velocidade do Som e Modelagem 
do Ambiente Figura 4.3 - Refração Discreta
Na interface entre dois ambientes com diferentes velocidades do 
som (constantes), o caminho percorrido pelos raios é linear, com 
mudanças discretas na direção (refração - fig. 4.3). Com um gradiente 
constante de velocidade do som, o ângulo do raio com a horizontal varia 
continuamente. Tomando, por exemplo, uma modelagem semelhante a figura 
4.2, com j+1 interfaces, representa-se a profundidade de cada uma 
destas como
z j
l = j
= ^  hi ' com zo = 0 (4.1)
i=i
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Para um ponto qualquer i, a velocidade do som em relação a 
referência na interface coj será
c(Zi )  = coj + g^Z i - Zj) (4.2)
onde
dc
g = —  (4.3)
dz
Para uma camada qualquer, dois pontos arbitrários 1 e 2, a 
lei de Snell determina que
cos^) _ cos(62) 
c(zx) c(z2)
Alguma simplificação pode ser conseguida quando a inclinação 
do raio atinge 0°. Toma-se este ponto como referência e, então, diz-se 
que, em um ponto do meio, o ângulo que o raio faz com a horizontal é o 
inverso do cosseno da razão entre a velocidade local e a velocidade 
onde a inclinação do raio é nula (cos(0) = 1) . Por exemplo, em relação 
ao ponto t no topo da figura 4.4a,
ÍSlíil) ou= arccos --—   --—  = cos(0í) (4.5)
l c(t) ) c(t)
A relação continua entre a mudança na direção com a variação 
da velocidade do som é obtida derivando-se a equação acima com o 
auxilio de (4.3), ou seja,
1 dc(zi) ,a \= - s e n ^ )
c(t) d0
g. dz
c(t)
= -sen(0i). d0 (4.6)
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g. dz 
c(t)
= - sen^ ). d0 (4.6)
Figura 4.2 - Relações Geométricas do Traçado de Raios.
Por outro lado, verifica-se que um ponto percorrendo uma 
trajetória circular de raio de curvatura R, terá as seguintes relações 
baseadas na geometria da figura 4.2 :
dr = Rd0
sen(9) =
dz
dr
=> —  = sen. d8 ou dz = R sen(8). d9 A.l)
Igualando (4.7) com (4.6) resulta
gdz
c(z1)
dz
R
=> R = -
c( z.
(4.8)
ou por (4.5),
R = c(z) 
g cos(0)
(4.9)
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Da equação acima, determina-se que g<0 (velocidade do som diminuindo 
com a profundidade), o raio de curvatura é positivo e, por convenção, 
a concavidade da curva descrita pela frente de onda está voltada para 
baixo e vice-versa.
Estas equações estão derivadas para uma determinada camada. 
Na composição do software, um diagrama de fluxo indica como manipular 
as referências de forma a tornar genérico o caminho percorrido pelo 
raio acústico. Mais algumas relações são importantes no diagrama da 
figura 4.2. Uma análise superficial demonstra que
h = R(cos(0) - cos^)) = R(1 - cos^)) (4.10)
Az23 = R(cos(02) - cos(03)) (4.11)
Ax23 = R(sen(03) - sen(02)) (4.12)
4.3 MODELAGEM ACÚSTICA.
Duas considerações iniciais devem ser feitas a respeito da 
acústica de raios:
1 - Como se comporta o oceano e quais as hipóteses levantadas 
para a sua modelagem.
2 - Identificar os diferentes conjuntos de raios relevantes 
ao cálculo da perda de transmissão.
A seguir, estes dois itens são abordados e, no final do 
capitulo, descreve-se a propagação em águas rasas por esta técnica.
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4.3.1 O MODELO DO OCEANO.
O oceano é considerado estratificado em camadas com 
diferentes gradientes de velocidade do som, positivos ou negativos mas 
constantes, e espessuras dadas em função do ajuste do perfil real. O 
fundo e a superficie são modelados como refletores, sendo o primeiro 
com uma atenuação dada de acordo com o ângulo de incidência, e o 
segundo, provocando uma mudança de fase de 180° nos raios. Na 
realidade, deve-se considerar ainda, as perdas provocadas pela 
absorção e reflexão nas interfaces, as quais podem ser calculadas por 
modelos independentes, entrando como resultados intermediários aos 
modelos mais gerais, como mencionado no capitulo 02.
Outra análise necessária diz respeito a ocorrência de pontos 
ou superficies de cruzamento de raios, caracterizados pela 
convergência dos mesmos. Uma vez que, pela teoria clássica da acústica 
de raios, a intensidade é proporcional ao espalhamento ou divergência, 
nestes locais, são calculadas intensidades infinitas, geralmente 
acompanhadas de regiões de silêncio. São os cáusticos. Três tipos são 
identificados:
- Cáusticos suaves.
- Cáusticos pontuais.
- Combinações de cáusticos suaves e pontuais.
Os cáusticos suaves são envelopes da familia de raios da 
figura 4.5, no qual dois deles se cruzam em cada ponto, sendo o limite 
entre a região excitada acusticamente, cuja teoria revela que a 
intensidade tem um valor máximo neste local, e a região de silêncio, 
onde a energia é exponenciamente atenuada. Geralmente, um cáustico 
suave termina num cáustico pontual.
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Distância [km] 
10.00 20.00 3 0 . 0 0
c [m/s]
FIG. 4.5 - Traçado de raios para identificação de cáustico suave, com
zf = 0. 2km,-21° < 0 < -13°, A0 = 1°.
Os cáusticos pontuais, representados na figura 4.6, ilustra o 
que foi dito acima. Nesta região, três raios se cruzam e um detalhe que 
simplifica os cálculos é que a profundidade de ocorrência do cáustico 
pontual é sempre a mesma da fonte.
Distância [km]
0 . 0 0 1 0 . 0 0 2 0 . 0 0 3 0 . 0 0
c [m/s]
FIG. 4.6 - Traçado de raios para identificação do cáustico pontual, com
zf = 1. 2km,-15° < 0 < 15°, A0 = 3o.
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A combinação das duas situações está representada na figura 
4.6. Identifica-se um cáustico pontual em C 1 e, logo após, um cáustico 
suave até o ponto C. A geometria do cáustico e a separação destes 
pontos dependem do perfil de velocidade do som e parâmetros 
ambientais, possibilitando a ocorrência do cruzamento de quatro raios. 
A referência [6] indica que esta última possibilidade é muito dificil 
de ser avaliada e o que se faz, é somar os resultados obtidos 
separadamente em termos de valor RMS (médias).
Um problema adicional na predição do campo acústico pelo 
método é quando ambos, fonte e receptor, se encontram próximos ao eixo 
de simetria do perfil de velocidade do som (ou mudança de camada no 
programa de traçado de raios) . Na distância que os sepaira, inúmeros 
pontos de cruzamento aparecem a medida que os ângulos, a partir da 
fonte tendem a 0° (figura 4.7). Para contornar este problema, o perfil 
deve ser suavizado onde sua derivada é descontinua, ou seja, no eixo.
Distância [km]
0 . 0 0 1 0 . 0 0 2 0 . 0 0 3 0 . 0 0
c [m/s]
FIG. 4.5 - Traçado de raios para propagação em canal, com
zf - 1. lkm, 0 = ±4°e ± 5°.
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Desta forma, aparecem pontos focais (cáusticos pontuais) periódicos, 
cujas distâncias são proporcionais a segunda derivada do ajuste. As 
posições de fonte e receptor são deslocadas de forma a se computar as 
intensidades dos raios próximos a este local.
Figura 4.8 - Efeitos de Interferência de Fonte Imagem.
A figura 4.7 caracteriza o que denomina-se propagação em duto. 
A intensidade é calculada mediante a conservação da energia, sujeita a 
perdas proporcionais a distância, causadas por espalhamento da energia 
fora do duto ou perdas na superficie. Uma vez que fonte e receptor 
estão contidos no duto, não entra nos cálculos suas profundidades. O 
principal efeito das perdas nesta situação dependem grandemente da 
camada logo abaixo. Existem vários modelos deste tipo de propagação que 
são utilizados para efeito de comparação.
Em águas rasas, a perda de transmissão pela acústica de raios, 
como por modos normais, considera que a partir de determinado ângulo de 
incidência (ângulo critico), as perdas são pequenas. A maior
60
contribuição pertence as frentes de ondas que estão entre a superficie 
e fundo, ou seja, os raios contidos na lâmina. Uma curva de perda de 
transmissão média é obtida pela soma integral de todos os caminhos 
considerados pelos efeitos de interferência de fonte imagem (figura 
4.8) .
Outro tipo de propagação é aquela na qual o perfil de 
velocidade do som tem um minimo na interface água-ar e um máximo no 
fundo, considerando gradiente único. Para fonte e receptor em pequenas 
profundidades (figura 4.9), muito cruzamento existe ao longo do 
caminho, bem como grande interação com a superficie. Os parâmetros 
principais são profundidades de fonte e receptor, espessura da lâmina 
e freqüência.
Distância [km]
0 . 0 0 1 0 . 0 0 2 0 . 0 0 3 0 . 0 0
c [m/s]
FIG. 4.9 - Propagação em duto de superficie, com 
zf = 0. 2km, -3° < 0 < 3°, A0 = 1°.
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4.3.2 IDENTIFICAÇÃO DE FAMÍLIAS.
As famílias de raios são identificadas mediante a 
classificação do comportamento das frentes de ondas nas camadas, com 
diferentes gradientes de velocidade do som. No cáculo da perda de 
transmissão, serão considerados os raios que conectam fonte e 
receptor. Algumas simplificações nos cálculos podem ser conseguidas 
pelo fato de que, em cada camada, os raios descrevem arcos de 
círculos, e o caminho, a certa distância, é periódico. Estes são 
divididos em refletidos (LL), refratados (RR) e a combinação destes 
efeitos com o fundo (F) e superfície (S) . Na identificação das 
famílias, estas combinações serão indicadas.
Outros parâmetros importantes obtidos do traçado de raios
são:
- Distância entre a fonte e o segundo cruzamento do raio com 
a profundidade do receptor (D).
- Número de ciclos do raio entre fonte e receptor (N).
Uma forma prática de visualizar o exposto acima, é analisar e 
classificar alguma situação de propagação no diagrama de raios. 
Talvez, uma configuração típica de águas equatoriais, tenha o perfil 
de velocidades do som, dado pelo eixo horizontal inferior das figuras 
4.10 a 4.13 (observar "zoom" a direita, retângulo da figura 
principal). Com ângulos decrescentes e a linha tracejada na 
profundidade do receptor, analisa-se a primeira situação:
- A figura 4.10 mostra um conjunto de ângulos nos quais os 
raios refletem na superfície e fundo onde, a longa distância, a 
absorção devido a interação com os contornos é muito grande. Em 
comparação com a teoria de modos normais, seriam estes, ângulos abaixo 
do crítico para reflexão total.
distancia [km]
0 10 20 30
1450 1550
c [»/s]
FIG. 4.10 - Famílias com raios LL - 0 = 30°, 20°, 15°, 11°.
- Na figura abaixo, uma segunda situação exibe os raios da 
faixa de ângulos indicada, onde observa-se que refletem na superficie 
e refratam no fundo, tendo atenuação menor que no caso anterior.
distancia [loa]
0 10 20 30
1450 1550
o [a/s]
FIG. 4.11 - Familia com raios LSR - 0 = 9. 5°, 9. 0°, 8. 5°, 8. 0°.
- Os raios da faixa angular da figura 4.12 sofrem apenas 
refração, ou seja, não interagem com os contornos. Além disso, 
propagam-se através das duas camadas superiores de forma diferente dos 
demais, aumentando a distância de cruzamento com a profundidade do 
receptor (comparar "zoom").
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distância [km]
0 10 20 30
1450 1550
c [n/s]
FIG. 4.12 - Familia com raios RR - 0 = 7. 8°, 7. 4°, 7.1°, 6. 9°.
- Por fim, para este perfil de velocidades, identifica-se o 
conjunto de raios, também RR, mas que percorrem da segunda camada para 
baixo apenas, e são refratados, mudando a direção para as camadas 
inferiores. São os de menores ciclos no caso em questão.
distância [km]
0 10 20 30
1450 1550
c [a/s]
FIG. 4.13 - Familia com raios RR - 0 = 6. 5°, 5. 5°, 4. 5°, 3. 5°.
As figuras 4.10 a 4.13 representam possiveis situações de 
propagação, o que não impedem de maneira alguma, a formação de outras 
familias. Deve-se levar em consideração, na composição do campo 
acústico, os conjuntos de raios que contribuam de forma efetiva,
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desconsiderando os que são grandemente atenuados, bem como aqueles que 
não atingem o receptor.
Posteriormente, procede-se o ajuste de curvas Dx0 por funções 
apropriadas para cada família, como será visto adiante. A razão para 
isto está no fato de que funções contínuas podem ser manipuladas 
matematicamente (derivações, inversões) no cálculo da intensidade, bem 
como evitar cáusticos falsos e obter parâmetros relevantes de 
cáusticos verdadeiros. Alguns exemplos de ajuste utilizam as seguintes 
formas :
D(0) = a + b(0 - Qhfn + c(0 - 0L) (4.13)
D(0) = a + b.tan(9) + c.tan2(0) (4.14)
Os coeficientes são calculados tomando dois extremos da família e o 
terceiro será:
- o ponto de distância mínima e menor que os extremos;
- o ponto de distância máxima e maior que os extremos;
- um outro ponto da famíla.
Para a família da figura 4.10, as funções utilizadas são:
R(0) =
a + b(e -  eL)1/2 + c(e -  e j
! (4.15)
d tan 0 + e
4.4 - CÁLCULO DA INTENSIDADE.
Aqui, aborda-se o cálculo de intensidade das diversas 
situações apresentadas no item anterior. A teoria clássica indica que 
a perda de transmissão no diagrama de raios é dada em termos do
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espaçamento angular entre frentes de ondas, distância de interesse e 
condições locais. Para dois raios com ângulos de saída 01 - A0 / 2 e 
0X + A0 / 2 com relação a vertical (fig. 4.14) . Após a propagação na 
distância R, em torno do ponto P, estes raios terão inclinação 02, 
separação vertical Ah e distância perpendicular Al entre eles. A fração 
de potência (AW) com relação a A0 é considerada a mesma, tanto na 
fonte quanto no ponto P, pela conservação de energia. A intensidade de 
referência (a um metro) e no ponto P, é calculada por:
Figura 4.14 - Geometria para o Cálculo da Intensidade.
AW
IR = ---, AA, = 27CCOS0TA0 (4.16)
AAX
AW
Ip : ---, AA2 = 27iAl = 27tAhcos02 (4.17]
AAj
Como conseqüência, a perda de transmissão é, com o auxílio da lei de 
Snell (c^  cos 02 = c2 cos 0X) ,
__ „ „ I-, „ _ , AA, „ „ , 27trAh cos 0,PT = 10 log —  = lOlog--- = 10 log--------- -
I, AAX 2ncos01A0
(4.18)
PT = 10log
rAh c2 
A0 cx
(4.19)
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Esta expressão tende a valores negativos quando Ah tende a 
zero, ou seja, no cruzamento de raios, a intensidade calculada atinge 
niveis muito elevados, divergindo do que acontece na prática.
Por outro lado, de posse das equações d(0), calcula-se o fator
de foco, com o qual é possível obter a intensidade local em função da 
intensidade na referência, sendo esta última dada por
Ir = T T ^ Í 0!'^) (4-20)47ER
onde n(01, é a função diretividade da fonte.
Figura 4.15 - Espaçamento de Dois Raios para o Cálculo de Intensidade
Analisando a fig. 4.15, com o ponto C a mesma profundidade do 
ponto A, tira-se que
AC =
ÕD
Ô0X
d0x (4.21)
BC = AC sen 0 = ÔD
dQ1
sen(0)d0x (4.22)
Uma simetria cilíndrica (fonte omnidirecional, com N(01,(p1)=l) 
produz uma área dada por
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dS = 2tcR
ÔD
æT
sen(0) d0x !4.23)
O fluxo de energia sobre esta área, em função da potência 
total, está na mesma razão do ângulos sólidos 2n cos01 d0: para a área 
4ti, ou seja,
dW = cos(01) d0x (4.24)
Portanto, a intensidade ou fluxo de energia por unidade de 
superficie é
I =
dW
dS
W COS0-L
ÕD
sen0i4nR
(4.25)
Introduzindo uma normalização em função de IR e chamando-a de 
fator de foco f, obtêm-se
f =
I R COS0,
ÕD
sen0
Õ0X
: 4 .26)
Mas no ponto de cruzamento ou cáustico, ÕD / ÕQ1 = 0, então, o 
fator de foco para esta região ou próxima a ela (referência [7], pág. 
91), é
25/3 cos01(K5 sen©,)373 2 
f = --------1 — D v^t)
sen 0
00?
2 / 3 (4.27)
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onde v(t) é a função de Airy (solução da eq. diferencial ©"-zoo = 0, 
tabulada na ref.[21]) e t é dado por [7]
t = ±2^3
- 1 / 3
m{
(Kx sen0X)2/3(ü - Dr) 14.28)
K, = <%
de forma que
t > 0,
t < 0,
cfr)
&D
õQf
< 0
> 0
Estas expressões são utilizadas para o cálculo da intensidade 
apenas nos cáusticos suaves. Para os cáusticos agudos, outras formas 
de ajuste são recomendadas, como
D(9) = Dc + Y
P (4.29)
D(0) = Dc + -
onde P e ^ são determinados pelos extremos da família. A expressão para 
intensidade ( ref [31], pag. 214,215 e ref[6]) está intimamente ligada 
a parâmetros que fazem parte das soluções da equação de Bessel* ( também 
ref[25]), e que será apresentada sem uma análise profunda, a qual foge 
ao escopo deste trabalho. Portanto, no cáustico agudo,
* A relação da função de Pearcey com parâmetros de soluções de equações 
diferenciais pode ser comprovada pela integral de Pearcey em x,y=0,
I(x/Y) = J expj\i(s4 + xs2 + ys)jds = 0. 5 exp(i7t/8)r(0. 25) = 1. 813 exp(in/8)
r - função Gamma
onde Pe(0, y) é a média RMS da função de Pearcey ao longo do seu eixo 
(x=0), e o parâmetro desta varia de 2 a -JÃtÍ . As curvas da integral de 
Pearcey em módulo e fase estão mostradas na referência [31].
4.5 - SOMATÓRIO COERENTE DE INTENSIDADES.
São aproximações para os efeitos de coerência de baixa 
freqüência, correspondendo a duas situações práticas. Na primeira, uma 
das profundidades (fonte ou receptor) é pequena, e a intensidade é 
dada pelo somatório de fases de dois raios, com a hipótese de estes 
têm a mesma energia
?((oZ sen 0 ^X2R =  4 i i r  sen ------- (4.31)
Quando as profundidades são ambas rasas, 4 raios devem ser 
somados e
2( coZ, sen 0 ^ 2f(aZ?sen0.I4R = 16I1R sen2 — ----- sen2 — 2----- (4.32)
Uma forma diferente de escrever (4.31) é
2^R - 2I1R
_ f2oZ sen 0 
l - ò  cosi -------- (4.33)
que é utilizada quando Z e/ou o são grandes e a amostragem na 
distância determinada pelo modelo é inadequada para as variações do 
ângulo 0. Esta expressão, então, produz uma transição entre o
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somatório coerente (8 = 1) e incoerente (5 = 0) onde este fator é 
denominado fator de coerência. Calculando o número de ciclos (N) de 
interferência para determinada família na freqüência f,
N = —  (sen0máx - sen 0min) (4.34]
e o número de pontos de amostragem com intervalo 8d por ciclo 
de interferência, para uma dada ordem de cruzamento AD, é dado por
Np = —  (4.35!
NÔD
ficando o fator de coerência limitado a
6 =
Np - 8/3 
6 - 8/3
Np < 8/3 
8/3 < Np < 6 
Np > 6
:4.36]
4.6 - EFEITOS DA FREQÜÊNCIA DE CORTE INFERIOR.
O raio equivalente ao primeiro modo de propagação, satisfaz a 
equação integral de fase
| ydz = õ<(> (4 . 37;
onde o circuito da integral é o ciclo do raio
y = — sen0(z) (4.38)
71
S(j) é a discreta mudança de fase acumulada pelo raio no ciclo que é n 
quando da reflexão na superficie e n/2 para reversão horizontal. No 
canal sonoro, este raio tem ângulo 0O. A intensidade de todos os raios 
menores que 0O é reduzida pelo fator sen2 0X / sen2 0O, onde 0X é o ângulo 
com o eixo do canal.
focos periódicos no diagrama de raios e, devido ao perfil de 
velocidade utilizado (derivada segunda descontínua nas interfaces), 
deve-se seguir o procedimento seguinte:
4.7 - PROPAGAÇÃO EIXO-EIXO.
Como visto anteriormente, este tipo de propagação produz
- calcula-se o período P0 (distância até P0 )
n.1/2 / \l/2
+ (4.39)
c0 - velocidade do som no eixo
c",c" - derivada segunda do perfil acima e abaixo do eixo.
- determina-se uma pequena região limitada por Z_ = Zx - AZ e 
Z+ = Zx + AZ; se Zj ou ^  g (z_,z+), não aplicar correções; se 
Zj ou Zk e (z_,z+), ajusta-se duas parábolas pelos pontos Z_,ZX e Z+,ZX,
ou seja,
(4.40)
- determinar o raio que tenha o período P0,
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g± - gradientes acima e abaixo do eixo.
- se Zj e ^  estão entre os pontos de reversão do raio, movê- 
los para próximo a este ponto.
4.8 - PROPAGAÇÃO EM DUTO DE SUPERFÍCIE.
A perda de transmissão em função da distância (em milhas 
náuticas), excluindo a perda por absorção de volume, é dada por [6]
PT(R) = 22 + 10 log(RA0) + bR (4.42)
À9 - ângulos contidos no duto. 
b - fator de perda de energia no duto.
b = 14. 88xl05Ç 5/3 g;1/3 Z^ 3 + W 1^/2 Z~1/2 
fk - freqüência [kHz] . 
g2 - gradiente da camada inferior.
Zjj - profundidade do duto [pés] .
W - fator de tamanho de onda em função do estado do mar (SS) 
(ref. [1], pag. 133)
9 SS < 3
w = •13. 3 SS = 3
18 SS > 3
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4.9 - PROPAGAÇÃO EM ÁGUAS RASAS.
Assume-se um meio homogêneo com fundo que possibilita 
reflexão total a partir de determinado ângulo crítico de incidência. A 
intensidade será dada por uma integral aproximada. Efeitos de 
interferência de fonte imagem são adicionados, diferindo da soma 
incoerente de intensidades. Calcula-se a perda de transmissão uniforme 
Lg0 da incidência normal de raios contidos na lâmina, menores que o 
raio crítico, e que refletem apenas uma vez no fundo, visto que mais 
reflexões tendem a atenuar muito a energia nele contido.
As contribuições para o campo de pressão são dadas pelo 
caminho direto e aquele por reflexões no fundo:
I = Id + Irf (4.43)
O campo direto é calculado pela soma incoerente dos raios RR 
(diferença de fase de n/2) e LSR (diferença de fase de 7t) , sendo que a 
diferença de fase entre os dois resulta -tt/2 . Calcula-se, também, uma 
distância de transição Rrms, e a intensidade fica:
I =
D < Drms
/ r2 serr(A% )  D > Dr
(4.44)
47CZ.Z, 8Z,Z2
onde A0 = — e Drm„ = -- 1 (4.45)
A.D X
Para os raios refletidos no fundo, divide-se a distância,
como no caso anterior, em duas regiões limitadas por
2zr
Drf = — £ (4.46)
tL
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que é o periodo aproximado do raio crítico na região homogênea de 
profundidade zr. Para D<Drf, a intensidade é calculada por:
I - T „ 2 90 D + 4z£
(4.47)
onde F1 contém os efeitos de interferência de fonte imagem, com uma 
média sobre todos os raios entre 0C e it/2, e é dados por:
16 fit/2
Fx = --— -- sen271/2 -  ec Jec
__16
7t/2 - 0,
[g ( ^ , U j , 7t/2) g ( u 1 , u 2 , 0 c )J (4.49)
onde Uj = (aD^  sen0 / c , j = 1 e 2,
G(u^, U2, 0 ) =
^ s e n u j  se n u j  sen (u 1 -  Uj) se n (u 1 + Uj) 
Ui u, 2(u, -  U2 ) 2(uj. +  Ua)
\
2 _ 2 sen sen 2u>
2 ^  4U2
(4.5
, ux = u2
Para D > D,rf
Irf = Z  JiFi (4.51;
i=l
onde Fj^ contém os efeitos de interferência de fonte imagem para o i- 
ésimo raio, e N é o número máximo de reflexões dos raios menores que 
0C, na distância D, e
1 R2 +(2izr)2
:4.52)
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Substituindo o somatório por uma integral sobre i e, notando 
que para cada valor de i e distância, o ângulo do raio pode ser 
calculado por
2iztan9 = -==*- (4.53)
D
e obtem-se
8 fôc ofcoZ, sen 0 ^  2 ( ®z2 sen ® ^ -.n
--- g (u x,u2,0c) (4.54;
Rzr
Abaixo, um fluxograma indica os passos para a obtenção do 
diagrama de raios.
FLUXOGRAMA RAIOS
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©
DEFINE CONTROLES
0 > 0 e Rc > 0 ?
C+AC 0 = 0 ? SUBR.ARMAZENA
CALCULA NOVO z,x,0 D = DFINAL ?
SUBR. ARMAZENA SUBR. INTENSIDADE 
-------- ï--------
FIM
D = DFINAL? SUBR. MUDA CAMADA
0 < 0 e Rc < 0 ? í
SK
DEFINE CONTROLES
C+AC 0 =  0 ? SUBR.ARMAZENA
CALCULA NOVO z,x,0 D = DFINAL ? B
SUBR. ARMAZENA SUBR. INTENSIDADE FIM
D = DFINAL? SUBR. MUDA CAMADA BJ
CAPÍTULO 5
MODELAGEM E COMPARAÇÕES
Em algumas áreas do oceano existe a possibilidade de modelar 
a lâmina de água através de camadas horizontais, pois os parâmetros 
envolvidos não sofrem grandes variações. Em locais onde não se 
verifica tal comportamento, o modelo utiliza valores médios das 
quantidades necessárias a seu desenvolvimento. Baseado em muitos 
estudos de dispersão e refração, os sedimentos são tratados como 
liquidos homogêneos, eliminando-se o cálculo de ondas de cisalhamento. 
Desta forma, cada camada pode ser determinada por 3 parâmetros 
constantes (c, h, p) e, num modelo de n camadas, o número total de 
variáveis é 3n, sendo estas necessárias no cômputo dos coeficientes 
modais.
Os valores de velocidade do som e espessura da primeira camada 
(geralmente toma-se a primeira camada como sendo a própria lâmina de 
água contendo fonte e receptor) podem ser obtidos através de cartas 
oceanográficas ou medidos diretamente por técnicas de ecometria, com 
erros inferiores a 2%. Na modelagem de águas rasas toma-se, como 
densidade aproximada, o valor de 1000 kg/m3 e velocidade do som em 
torno de 1500 m/s. As demais camadas são sedimentos e os 3n-3 
parâmetros restantes são obtidos apartir de medições sísmicas como 
primeiras aproximações. Algumas destas podem ser enumeradas como segue: 
Medição das freqüências de valores estacionários de 
velocidade de grupo (U), em especial do valor mínimo.*
- Comprimento de onda de interferência (Amn = 27t/(Km - k ) -
fig. 5.0) para vários modos e freqüências.
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- Curvas de dispersão continuas.
- Valores de U.*
Figura 5.0 - Comprimento de Onda de Interferência.
Um exemplo pode ser apresentado através da fig. 5.1 , onde se compara 
A12 / hj^ x freqüência, medido e calculado, para uma variação da espessura 
da camada 2 em relação a espessura da camada 1. O mesmo se pode dizer 
da estimativa de p2 (fig. 5.2), onde o valor mais indicado, para a área 
em questão, é p2 = 2px. Estudos sobre os diversos tipos de sedimentos 
(Shumway [28]) encontrados no ambiente marinho revelam que suas 
densidades estão em torno do valor acima mencionado, com uma variação 
máxima de 20%. Esta escolha para as densidades das camadas 2 e 3 pode 
provocar erros no cálculo do campo de pressão, mas que estão dentro dos 
limites de erros aceitáveis em experimentos. Na tabela 5.1, são 
mostrados alguns valores de velocidade do som, bem como outros 
parâmetros, obtidos a partir de 111 amostras de sedimentos não 
consolidados do ambiente oceânico, tanto para águas rasas quanto para
* E s t e s  d o i s  c r i t é r i o s ,  s e g u n d o  o  p r i n c i p i o  d a  i n c e r t e z a  d a  t e o r i a  c l á s s i c a  d e  
p a c o t e s  d e  o n d a s ,  n ã o  p o d e m  s e r  u t i l i z a d o s  s i m u l t a n e a m e n t e . R e f  [ 4 ] ,  p á g .  4 6 ,  c a p  
02.
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águas profundas. Isto mostra a coerência existente no procedimento de 
obtenção das quantidades que irão alimentar o modelo de modos normais, 
bem como ampliam o conhecimento a respeito da acústica submarina.
A respeito dos experimentos realizados por Clay [15] e 
Tolstoy [16], a faixa de freqüência foi de 80 a 150 Hz pela razão do 
comprimento de onda ficar em torno de . A fonte é do tipo harmônica
pontual continua, calibrada nas freqüências experimentais num ambiente 
com profundidade de 2000 metros. Para se obter as gravações dos sinais 
em função da distância, esta fonte foi presa por cabos, na 
profundidade de interesse, num barco que percorreu o trajeto de 
aproximadamente 4000 metros, escolhido em área propícia à modelagem 
por modos normais. Cuidados com a navegação (estima-se um erro de 50 m 
em 4 km), direção e efeito Doppler (erro = 5% a 3 m/s) foram tomados.
t i p o  d e  
s e d i m e n t o
d i â m e t r o
m é d i o
(mm)
d e n s i d a d e
ú m i d a
g / c m 3
p o r o s i ­
d a d e
v e l o c i d a d e  d o  s o m  
k m / s
(°C)
A b s o r ç ã o  s o n o r a  
d B / p é s  
( f r e q ü ê n c i a )
a r e n o s o 1 4 9 6 1 . 7 7 9
g r o s s o  e 0 . 0 5 4 1 . 6 0 0 . 6 4 5 ( 1 9 . 0 ) ( 2 3 . 0 )
l o d o
a r g i l o s o 1 4 9 0 2 . 0 0 4
g r o s s o  c o m 0 . 0 4 6 1 . 5 6 0 . 6 6 3 ( 1 9 - 2 ) ( 2 3 . 0 )
a r e i a  e  l o d o
1 7 1 0 4 . 2 3
a r e i a  m é d i a 0 . 2 8 4 1 . 9 9 0 . 3 9 1 ( 2 2 . 4 ) ( 2 6 . 1 )
1 7 0 0 2 . 7 9
a r e i a  f i n a 0 . 1 7 6 1 . 9 6 0 . 4 2 9 ( 2 2 . 2 ) ( 2 6 . 0 )
1 5 1 0 2 . 9 2  3 . 8 7
l o d o  g r o s s o 0 . 0 5 3 1 . 6 4 0 . 6 3 0 ( 2 1 . 0 ) ( 2 3 )  ( 3 1 )
a r e i a  m u i t o 1 5 5 0 6 . 3 8
f i n a 0 . 1 1 4 1 . 8 1 0 . 4 9 8 ( 2 0 . 6 ) ( 3 1 . 5 )
1 4 9 2 2 . 6 3
l o d o  m é d i o 0 . 0 2 2 5 1 . 4 2 0 . 7 4 5 ( 2 1 ) ( 3 0 . 1 )
*  F o n t e  : r e f . [ 2 8 ] .
Tabela 5.1 - Propriedades de Sedimentos.
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Figura 5.1 - Variação de h2 Figura 5.2 - Variação de p2
Num outro barco, ancorado, o sistema de recepção dos sinais 
(calibrado com erro de 5% com relação ao padrão de laboratório) foi 
montado, estando o hidrofone mergulhado até a profundidade desejada.
Pelo exposto acima, uma seção tranversal do oceano obtida por 
medições sísmicas e estudos de refração está representada na figura 
5.3a onde, através da hipótese simplificativa de reflexão total na 
interface 2-3 (cap. 3, item 3.4), considerando a camada 3 como um 
espaço semi-infinito, um modelo final pode ser escolhido como tendo 3 
camadas, como exposto na figura 5.3b. Envolvendo menor complicação e 
tempo de processamento, este pode representar o comportamento do campo 
acústico em algumas faixas de freqüências com precisão aceitável, ou de 
outra forma, ser utilizado como primeiras aproximações para modelos de 
propagação mais completos ou desenvolvidos. As confirmações dessas 
hipóteses estão apresentadas a seguir, através do cruzamento ou
81
comparação dos dados medidos em campo e calculados pela teoria 
explanada no capitulo 3.
h x = 2 2 . 6 m = 1 5 0 8  m / s
rF li C2 = 1 .  0 4
hi = 2 2 .  6 m q  = 1 5 0 8 m /
h 3 = 1 0 .  8 hi c 3 = 1 .  1 8 hg = 0 . 9  h x c, = 1 . 1 2 Cl
h 4 = 1 3 . 5 hi c 4 = 1 . 3 9 P3 =  P2 ~ 2 Pi
c 3 = 1 . 2 4 =1
c 5 = 3 .  3 3
Fig. 5.3a - Secção Obtida por Fig . 5.3b - Secção Modelada.
Medições e Estudos de Dispesão.
5.2 COMPARAÇÕES DE RESULTADOS.
Neste item, são mostrados alguns gráficos do campo de pressão 
em função da distância para determinadas freqüências e valores de 
potência de fonte, curvas de dispersão e distribuição de pressão na 
vertical para alguns modos e, no final, uma comparação entre a perda 
de transmissão calculada através do modelos de modos normais e o 
modelo direcionado para águas rasas da acústica de raios apresentada 
no capitulo 4.
A figura 5.4 mostra a distribuição de pressão na vertical para duas 
freqüências experimentais. Em 88 Hz, a principio, apenas 2 modos são 
excitados ao passo que, em 147.8 Hz, 3 modos compõem o campo de 
pressão. Nota-se que o 2° modo contribui menos que os demais devido a 
profundidade da fonte próximo a um nó de pressão. 0 número de modos
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excitados depende das freqüências de corte inferior e superior ou faixa 
dinâmica, estabelecida pelos limites de velocidade do som utilizadas, 
v —> c3 e v -» c1, respectivamente (fig.3.7 e 5.5).
£ = 88 Hz
m o d o  1  m o d o  2  m o d o  3  m o d o  4
£ = 147.8 Hz
m o d o  1  m o d o  2  m o d o  3  m o d o  4
Fig. 5.4 - Distribuição de Pressão na Vertical.
Sobre este assunto existe uma contradição, visto que os autores dos 
experimentos indicam 3 modos em 88 Hz e 4 modos excitados em 147.8 Hz.
f / f c
Figura 5.5 - Freqüência de Corte Inferior.
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A explicação é que eles podem ter utilizado, como freqüências de corte 
inferior (figura 5.5) dos modos de maior ordem, aquelas obtidas do 
modelo com camadas independentes, cuja diferença é visualizada na 
figura 5.14 (linha cheia x linha tracejada). Mencionado na ref [17], 
em 88 Hz, o terceiro modo é fracamente excitado, o que explica a 
pequena influencia nesta freqüência, bem como o quarto modo na 
freqüência de 147.8 Hz, sendo o coeficiente de atenuação e o efeito de 
anti-ressonância, também responsável no cômputo dos resultados finais.
Os valores dos parâmetros modais utilizados pelo programa 
desenvolvido no LVA, denominado TSLDAR (TRANSMISSÃO SONORA A LONGA 
DISTÂNCIA EM ÁGUAS RASAS) , as quantidades obtidas do mesmo, bem como 
as freqüências experimentais e o desvio de magnitude (Ame) em relação 
ao cálculo de Tolstoy [17] (comparação modelo-a-modelo) , são 
apresentados na tabela 5.2.
As figuras 5.6 a 5.10 mostram a comparação entre o campo de 
pressão calculado pela teoria (TSLDAR - curva tracejada) e os 
resultados das medições na literatura (curva espessa), utilizando como 
coeficientes de atenuação, os valores dados na tabela acima. Na figura 
5.10, a comparação com o experimento realizado por Clay [15], cujos 
parâmetros se diferenciam da figura 5.9, pois a profundidade da fonte 
foi alterada de 13.3 m para 10.7 m e o coeficiente de atenuação do 
modo 2 é menor (4. lO^nf1) . O autor da medição justifica que esta 
diferença se deve a mudança na localização da excitação onde, pela 
figura 5.4, observa-se esse modo tem uma maior contribuição no cálculo 
do campo de pressão que na situação anterior. Na realidade, foi 
utilizado outro tipo de modelagem, considerando também o modelo de 
três camadas da figura 5.3b, mas mantendo os parâmetros medidos da 
figura 5.3a, exceto a velocidade do som na água, de 1523 m/s. Outros 
fatores podem alterar esta atenuação global, já que estão envolvidos
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nesta, todos os mecanismos que promovem a diminuição das amplitudes 
com a distância. Portanto, é um parâmetro cujo comportamento deve ser 
investigado em experimentos.
f [Hz] 88 95 121 147.8
0.34* 0.36 0.47 0.57
Ki 0.35** 0.38 0.49 0.61
Amc=2.9% 5.5 4.2 7.0
0.30 0.32 0.43 0.54
k 2 0.31 0.34 0.45 0.57
3.3 6.25 4.6 5.5
0.28 0.31 0.41 0.50
- - - 0.55
- — - 10.0
K 4
— —
-
0.48
81 (xicr4) 5.9 5.2 4.6 4.1
ô 2 10.0 6.9 7.2 9.0
« 3
_ _ 14.0
§ 4 ~ - - 20
* - REF. [17]. ** - TSLDAR.
TABELA 5.2 - Comparação de Parâmetros dos Modelos.
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0 1000 2000
Distância [m]
Figura 5.6 - Campo de Pressão Teórico e Experimental. 
Freqüência : 88 Hz / Potência da Fonte : 11.8 Watts
0 1000 2000
Distância [m]
Figura 5.7 - Campo de Pressão Teórico e Experimental. 
Freqüência : 95 Hz / Potência da Fonte : 9 Watts
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1000
Distância [m]
2000
Figura 5.8 - Campo de Pressão Teórico e Experimental. 
Freqüência : 121 Hz / Potência da Fonte : 17.13 Watts
1000 2000
Fig. 5.9 
Freqüência
Distância [m]
■ Campo de Pressão Teórico e Experimental.
: 147.8 Hz / Potência da Fonte : 23.3 Watts
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0 1000 2000 3000 4000 5000
Distância [m]
Fig. 5.10 - Campo de Pressão Teórico e Experimental.
Freqüência : 147.8 Hz / Potência da Fonte : 23.3 Watts.
Ainda, neste experimento, a fonte não foi calibrada e o ajuste das 
curvas foi obtido pela multiplicação do resultado teórico por uma 
constante.
As figuras 5.11 a 5.14 mostram as curvas de velocidade de 
grupo e fase (curvas de dispersão) para os modos de n— 1 a 4, 
respectivamente. A curva tracejada se refere ao cálculo no modelo 
completo, ou seja, as lâminas não são consideradas como independentes 
(item 3.4). Observa-se uma região onde ocorre descontinuidades (picos) 
devido aos parâmetros dependentes da velocidade de fase, quando esta 
se aproxima de valores de velocidade do som nas interfaces. Na 
modelagem atual, como apenas 3 camadas estão envolvidas, sendo que 
v —> cx indica a freqüência de corte superior e v —> c3 a freqüências de 
corte inferior (pontos extremos), os pontos próximos a interface 1-2
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(v —» c2) devem ser analisados pela condição de efeitos de ressonância 
e antirressonância de camadas independentes, como concluido no final 
do item 3.5. Desta forma, são apresentadas as curvas mais espessas 
(v / e U / c^ ), que se ajustam aos pontos extremos do modelo completo 
e aqueles pontos fornecidos pelas hipóteses simplificativas (apenas 
pequenos segmentos destas curvas são mostrados para a melhor 
visualisação do resultado final). A medida em que se aumenta a 
freqüência ou a ordem do modo, as curvas do modelo simplificado e 
completo tendem a se aproximar mais, como explanado na capítulo 3. Mas 
observando as figuras, comprova-se que existe uma tendência dos modos 
inferiores também seguirem os pontos calculados como se as lâminas 
fossem independentes.
Observa-se que, pelas figuras 5.6 a 5.10 que a predição do 
campo acústico em uma lâmina de água rasa, pela teoria dos modos 
normais, fornece resultados que se ajustam muito bem aos dados 
experimentais. Entretanto, na faixa entre 1200 e 1700 metros, existe 
um erro sistemático que pode ser devido a variação de relevo nesta 
região e assim, não estarem previstas no modelo de lâminas paralelas. 
Outro fato é que os níveis calculados nas figuras 5.6 e 5.8 são 
inferiores que os medidos. A explicação é que , como já comentado 
acima, as freqüências de corte utilizadas pelos autores da medição não 
estão claramente definidas, se aquelas do modelo com lâminas 
independentes ou do modelo completo. Para estes casos, será necessário 
a inclusão de mais modos, modificando as amplitudes obtidas.
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freqüência [Hz]
Fig. 5.11 - Curvas de Dispersão para o Modo 1.
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Fig. 5.12 - Curvas de Dispersão para o Modo 2.
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O 500 1000 1500 2000
freqüência [Hz]
Fig. 5.13 - Curvas de Dispersão para o Modo 3.
0 500 1000 1500 2000 2500
freqüência [Hz]
Fig. 5.14 - Curvas de Dispersão para o Modo 4.
A figura 5.15 mostra o cálculo da perda de transmissão pelos 
dois métodos estudados. Observa-se que, apesar de serem divergentes em
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alguns pontos, estas duas teorias determinam resultados semelhantes, 
dependendo da faixa de freqüência e características do meio.
Portando, uma modelagem simplificada, que envolve menor 
complicação e tempo de processamento, pode representar o comportamento 
do campo acústico em algumas faixas de freqüências com razoável 
precisão, ou ser usado como primeiras aproximações para modelos mais 
realísticos.
o>«nm•rlemcrt
M
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■80)a
o 10000 20000
Distância [m]
30000
Figura 5.15 - Comparação Qualitativa da Perda de Transmissão 
Por ACÚSTICA de RAIOS e MODOS NORMAIS.
CAPÍTULO 6
CONCLUSÕES
Este trabalho teve como um dos seus objetivos, representar o 
campo acústico formado por uma fonte sonora emitindo um tom puro em 
lâmina de água rasa. Para isto, estudou-se os modelos de propagação de 
uma forma geral, com o intuito de definir-se as linhas mais 
apropriadas a serem seguidas. Como resultado, foi apresentada uma 
classificação, cujos parâmetros de divisão utilizados para tal, 
permitem que o leitor tenha algumas indicações iniciais a respeito da 
matéria em questão. Adicionalmente, uma breve narrativa dos fatos 
ocorridos, que possibilitaram os desenvolvimentos e avanço de 
técnicas, as quais utilizavam os mais diversos pricipios físicos, os 
capítulos 1 e 2 fornecem uma ampla base do assunto da modelagem de 
propagação sonora no oceano.
Foram escolhidas para estudo duas técnicas : modos normais e 
acústica de raios. A primeira, por se tratar de uma teoria cujos 
princípios são bastante dominados (área de vibrações e acústica) e 
foram extensivamente estudados nesta universidade a propósito do curso 
de pós-graduação. A segunda, por sua características de 
operacionalidade, como exposto no capítulo 2 . Os dois modelos 
apresentam algumas divergências mas, em algumas situações, eles se 
complementam, dependendo da área a ser modelada bem como a faixa de 
freqüência utilizada. Isto pode ser visualizado no final do capítulo 
5, onde a perda de transmissão, calculada pelos dois métodos e mesma 
área modelada, indica coerência em determinada faixa de distância e 
divergência em outra.
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A teoria dos modos modos normais foi detalhadamente 
pesquisada, sendo apresentada no capitulo 3. Os resultados indicam que 
esta técnica fornece um bom ajuste da curva de pressão x distância 
para os sinais gravados em experimentos, apresentados na literatura. 
Apesar disto, as hipóteses de lâminas paralelas, perfil constante de 
velocidade do som, são restritas a determindas áreas ou a condições de 
laboratório. Para ambientes com variações no relevo e outras 
propriedades com a distância, desde que não muito acentuadas, o modelo 
estudado fornece resultados médios ou primeiras aproximações para 
modelos mais completos. Significa que esta forma de abordagem é uma 
boa ferramenta para a pesquisa na acústica submarina. Por exemplo, os 
coeficientes de atenuação, como foram incorporados, podem ser 
estudados mesmo que não se tenha repetibilidade de medição. Com o 
controle de alguns parâmetros, pode-se obter uma lei de variação dessa 
variável com, por exemplo, condições climáticas, mudanças sazonais ou 
outras. Outra vantagem de desenvolver este tipo de modelo, além da 
simplicidade, está no fato de poder contestar ou ratificar as 
afirmações dos autores da área, bem como propôr modificações ou obter 
avanços.
No modelo explanado, é necessário definir mais claramente a 
faixa dinâmica de cada modo pois as hipóteses de lâminas independentes 
fornecem freqüência de corte inferior (p. ex.: fig. 5.14) divergentes 
da resolução do modelo completo. Em resumo, necessita-se de maior 
refinamento, obtendo assim, a inclusão de mais modos que contribuam 
para a formação do campo acústico em alguma área do oceano. É o que 
acontece nos cálculo do campo de pressão em algumas freqüências, onde
o resultados do modelo fornece amplitudes inferiores ao resultado da 
medição. Cora respeito as diferenças sistemáticas ocorridas, 
provavelmente são devidas a irregularidades no relevo. Isto evidencia
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que, além de desenvolver modelos dependentes da distância, estes devem 
ser comparados com medições realizadas na costa brasileira onde pode 
haver um controle mais rigoroso dos parâmentros principais, 
diferentemente de fazer-se comparações com dados da literatura.
Apesar de envolver uma teoria matemática complexa, a 
implementação do modelo de modos normais se verifica como 
razoavelmente simples e como sugestão para trabalhos futuros, as 
indicações acima não deverão provocar maiores complicações.
A acústica de raios é utilizada em várias situações práticas. 
Na acústica submarina, após os estudos apresentados, um modelo desta 
natureza pode ser completamente desenvolvido, visto que os pontos 
principais estão colocados. Cita-se o programa de traçado do diagrama 
de raios genérico em número de camadas, com gradientes constantes de 
velocidade do som, as principais situações que ocorrem numa modelagem 
específica como explanado no capítulo 4, as formas de ajuste de curvas 
contínuas distância x ângulo de saída do raio, os cálculos de 
intensidades para diversos grupos de raios e, na bibliografia, as 
referências para esta análise. Novamente levanta-se a questão de 
implementar-se modelos dependentes da distância, uma vez que 
alterações de relevo ou perfil de velocidade do som, alteram a fase 
entre os raios provocando um acúmulo de erro, influindo negativamente 
no cálculo da intensidade sonora a longa distância. Trabalhos futuros 
devem levar em conta esta colocações. 0 modelo de raios se revela de 
fácil implementação e alterações, contribuindo para as inclusões acima 
citadas.
A determinação da utilização de um ou outro modelo no cálculo 
da perda de transmissão é, também, um estudo que pode trazer muitos 
benefícios. A análise da distribuição das diversas leis de decaimento 
do sinal acústico com variáveis de freqüência e distância tem sido
objeto de pesquisa de vários autores ([13], [14]). É uma forma de 
definir qual o tipo de modelo ou solução é mais favorável para cada 
situação.
Finalmente, dentro da acústica submarina, muito tem-se a 
pesquisar. Podemser citados a introdução de conceitos probabilísticos 
para a variação temporal de propriedades, análise de sinais, iteração 
das ondas sonoras com os contornos irregulares ou móveis, soluções que 
comportem ondas de cisalhamento, são alguns exemplos da complexidade 
da propagação sonora no oceano. Em vista destas afirmações, espera-se
o surgimento mais pesquisadores para o assunto e a continuação deste 
trabalho, que teve como objetivo maior, o desenvolvimento cientifico.
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APENDICE Al - RESÍDUOS.
Uma vez que a função a ser integrada tem uma descontinuidade 
em k  = k 0 ,  ou é analítica em uma região próxima a este ponto, levando 
em conta a mudança de variáveis, observa-se o comportamento das 
integrais ao longo das linhas 1^  e L2, e em torno de k0 . 0 resultado é 
o resíduo, calculado como segue:
Re =
(m - 1) dz
—  {(z - a)mf(z)} (Al.1)
onde m é a ordem do pólo (=2). Fazendo as devidas substituições,
Re = |  ( K -  K0)2. H^dcr)— — —  K 1 = limK_>1Co(Re1+ Re,+ Rej) (Al. 2 )
K l (® ® 0) JK=K
sendo Rei as derivações abaixo
2o  d<aR e i  =  - C k ( k  -  Kg)2 . ( K r, _ 2 2( © -  © o )  d K (Al.3)
' 1 R e j  =  C k ( k  -  k 0)2 . h |,21 ( K r ) — -^--------- r -
(<*> - <)
(Al.4)
Re3 = C { ( k  -  K 0 )2 +  2 k ( k  -  K o ^ H ^ Í K r
0 ( o 2 -  <b 2 ) (Al.5)
Aplica-se o conceito de limite para verificar que
l i r t v . (<a — ( o0 ) I _  dco ( k  -  k 0 ) í  d K (Al.6;
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(o + co0)
l K -  K0 J
(Al.7;
e com alguma manipulação e substituições simples, chega-se ao 
resultado final
Re = ^(Kpr). C(Ca^ -Ko,)Kc)
2(0, (do/ )'V /dK •'n
(Al. 8 )
que é o resíduo do pólo ou a soma do resíduo de vários pólos.
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APÊNDICE A2 - INTEGRAL DE ORTOGONALIDADE.
Em uma sala, os modos simétricos têm autovetores e 
autovalores assim definidos:
onde b é uma das dimensões da sala. A diferença entre dois autovalores 
consecutivos é APX =. pm+1 - Pm = 7c/b. Se esta dimensão da sala for
levada a distâncias cada vez maiores, com limite no infinito, isto é, 
um duto retangular infinto, significa que a diferença acima é muito 
pequena e a integral de inércia (também integral de ortogonalidade) 
diverge. Então, contorna-se o problema escrevendo, para o caso acima,
cos(Px. x) (A2.1)
P: b
(A2.2)
(A2.3)
e a integral fica
(A2.4)
o que possibilita a execução deste cálculo para sistemas como 
mencionado acima.
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APÊNDICE A3 - RAZÃO DE TRANSPORTE DE ENERGIA.
Num sistema com modos harmônicos do tipo Ç = Z(z). e1(Kr_“t), 
define-se a razão entre o fluxo médio de energia (F) através de uma 
seção e a densidade média de energia (E) entre dois planos separados 
pelo comprimento de onda 27c/k , como sendo a velocidade de grupo ou a
razão de transporte de energia. Então,
U = X  (A3 .1 )
E
onde
F^^r-dtfp^i.dz^^rp^dz (A3.2)
2n Jo J-oo dr 2 J-«
Ë = — co4 f -4-. ç2dz (A3.3)
2 J-oo c2
Define-se, também, a velocidade de fase como sendo v = co/ k  . 
Com uma pequena manipulação conclui-se que
K V  V
U = ---=s> U. v = —  (A3.4)
ca o a
com
v = f p. Z^ z). dz e a = f -^ -Z2(z). dzJ- 00 J- 00 Q
A velocidade de grupo U é também definida como a velocidade do 
envelope que contém um grupo de ondas com velocidade de fase v, ou 
seja,
V  = —
U =
da»
die
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(A3.5)
(A3.6)
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APENDICE A4 - PRESSÃO RMS.
O campo de pressão para lâmina de água estratificada, por 
modos normais, é dado por
P = - i E ^ - e ' i(cr'fflt'"/4) = “if 2  xm cos(Kr - w/4) - ]T Xm sen(Kr - */4)
m v m m
\
„icot
y  Xm sen(icr - V 4) + i S  Xm cos(Kr - 7t/4) ioot (A4.1)
Manipulando o termo entre parênteses para colocá-lo na forma 
A = M.e-10, obtêm-se:
M = y  Xm sen(Kr - */4) + 2  Xm cos(Kr - tc/4)
V m
\2
V m
%
(A4.2)
resultando
p = -M.ei(cot-0) (A4.3)
Tomando o valor que indica a amplitude de pressão, ou seja, a parte 
real de p, e procedendo o cálculo do valor RMS, chega-se a conclusão 
que
p = -M cos(ot - 0) (A4.4)
1 fT M2 fT
pLs = — I M2 cos2(ot - 0)dt = —  I cos2 (cot - 0)dtJo t Jo (A4.5)
1 2n
Chamando u = cat - 0,du = codt, e com T = — = — , a integral fica:
f co
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2 M 2 pT 2 M 2
Prras = —  cos udu = —  
T<a Jo T o
u  s e n 2 u— + -----
2 4
( A 4 . 6 )
2
Prms
M
Tto
coT -  0  - 0  s e n 2 ( t o T  -  0 )  s e n 2 ( - 0 )  
2  2 4 4
( A 4 . 7 )
M a s  c o m o  coT =  2 n  e  ( 2 7 1 - 0 )  =  - 0 ,
2 M 2 M
Prms — 2  ' Prms — * ( A 4 . 8 )
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APÊNDICE A5 - SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE 2* ORDEM NÃO
HOMOGÊNEA.
Seja a equação
• •
q+ e>2q = CTE eia>ot (A5.1)
A solução deste tipo de equação é obtida pelo método das variações dos 
parâmetros e função de Green (ref [34] pág.161-167) . O primeiro 
consiste em dizer que os parâmentros q  e da solução homogênea (yh) 
sejam variáveis e que a solução particular (yp) está relacionada a
essa, de forma que
onde Xg é um ponto do intervalo I, cuja a solução particular está 
definida e é normal neste. As soluções de (A6.1) são
yp(x0) = 0 e yp'(x0) = 0 (A5.2)
yh = cos(ot) + ic2 sen(<0t) (A5.3)
yp = ^(©t) cos(cot) + ic^ot) sen(cot) (A5.4)
onde c^cot) e ^(rat) são dados pelo par de equações
c21 (cot) cos(tot) + ic2 ’ (<ot) sen(cot) = 0 (A5.5)
-toc1’ (ot) sen(©t) + icoc2 ’ (cot) cos(tot) = CTE e10>ot (A5.6)
que fornece
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C!' (cot) = - e1<Bt>t sen(cot) (A5.7)
co
c2'(cot) = e1(°ot cos(cot) (A5.8)
ico
que, integrando, resulta
, . CTE i(0t fico0 sen(cot) - co cos(cot)]
Cj (cot) = ---- e1“»1 i-- 2---  ---- --- -^- ü. + cte (A5.9)
® l® “ ®oJ
/ s CTE <,,*■ [i<»n cos(at) + co sen(cot)l 
c2(fflt) = — 2--- V— -----r---i-- U  + Cte (A5.10)
1(0 l® ~®oj
Substituindo em (A5.4) e com alguma manipulação, obtem-se a solução de 
(A5 .1) , que é
CTE t
Yp = 7 7--- 7T e ° + cte (A5 .11)
(<°2 " ®o)
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APENDICE A6 - MANIPULAÇÕES MATEMATICAS DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL 
PARA O COEFICIENTE DE REFLEXÃO.
Partindo da relação matemática e derivando o campo de pressão 
<(> após a reflexão em z=0, obtem-se
<j) = exp[iyz] + R.exp[-iyz] (A6.1)
(A6. 2,
<j) dz dz (l + R)
Continuando, para encontrar a expressão da derivada segunda de <|>, tem-
se
—  = <j>~(ln<(>) (A6.3)
dz dz
*  A(l„t) + ♦ £ ( ! „ ♦ )  (A6.4)
dz dz dz dz
1 d | 1 dd> d , . N d , \
—  —  (in <|>) + — y  (ln<t>) (A6.5;
9 dz <j> dz dz dz
Calculando o lado esquerdo da igualdade acima em relação a (A6.1) e 
substituindo o resultado de (A6.5), com o auxilio de (A6.2),
1 d2<(> d , , , d , d2 
7  7 1  = —  (ln +) —  (ln<j>) + —  
9 dz dz dz dz
(|>) n <)> (ln <|)) = -y2 (A6.6)
1 d2<j) 
<|) dz2 dz
(ln 4>)
dz
(ln <t>) = -y2 (A6.7)
f ~  (ln <|>)) = -y2 ~ ~ 7  (ln <())
 ^dz ) dz
(A6.8)
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O segundo termo a direita da igualdade na expressão acima, utilizando 
a equação (A6.2), resulta
~7T ( ln  <10 -dz'
d
—  (ln <|))
d
dz .dz dz
. (1 - R) 
1Y (1 + R)
(A6.91
que, derivando, fornece
_d_
dz
. (1  -  R) 
1Y (1 + R)
= 1 dy (1 - R) + y -(1 + R)
dR
dz
_d_
dz
dz (l + R) ' (1 + R)2
dy (l - R) 2y dR
/ \ dR (l - R) —  
dz
(A6.10;
. (l  -  R) 
1Y (1 + R)
= 1
dz (1 + R) (1 + R)2 dz
(A6.ll)
Manipulando o restante dos termos de (A6.8), fazendo as 
derivações, ficam
-y2 - [ —  (ln 4») I = -y2 - (1 - R) t  _ 2 
17 <1 +  R )  Y
d  -  R)2
(1 + R)2
-  1 (A6.12)
Finalmente, agrupando estes resultados parciais e procedendo 
algumas simplificações,
(1 - R)2
(1 + R)2
_ . dy (l - R) . 2y dR 
dz (l + R) (l + r)2 dz
(-5-y e  x ( 1  +  R ) 2 )
y[( 1 - R)2 - (1 + R)2] = - ^ ( 1  - R )(1 + R) - i2-^ L J y dz dz
i dy / , dR
-4Ry = ----il - R ) - i2 —
y dz dz
dR
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dR
- -íl - R2) —  (lny) + 2iyR = 0 (A6.13)
dz 2 v ' dz
que é a equação diferencial em R procurada.
APÊNDICE A7 - LINEARIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL POR 
APROXIMAÇÃO DE RAIOS (ALTA FREQÜÊNCIA) .
0 número de onda K, com as componentes horizontal e vertical, 
é assim definido :
K2 = K2 + y2 (A7.1)
A medida em se aumenta a freqüência, a componente k torna-se cada vez 
menor, ou seja,
co
Kz = f  = »  K
Aplicando este resultado à desigualdade que, obedecida, torna linear a 
equação diferencial para o coeficiente de reflexão e, com o auxílio da 
equação do apêndice A6 (A6.2), resulta
dz
ln y «  1
1 d
y dz
<< 1 (A7.2)
Fazendo a diferenciação e procedendo as substituições, obtem-se
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de onde se conclui que a simplificação também é válida, além da alta 
freqüência, para ambientes considerados com pequena variação do perfil 
de velocidade do som com a profundidade.
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APENDICE A8 - SOLUÇÃO DA EQUAÇAO DA ONDA 
EM COORDENADAS CILÍNDRICAS
Seja a equação
+ + = _ L Ü
ôr2 r ôr ôz2 c2 dt2
Com a hipótese de que % = R(r). Z(z). T(t) e substituindo em (A8.1)
R" (r) + (1 / r)R' (r) Z" (z) _ 1 T” (t) 
R(r) Z(z) ~ c2 T(t)
Por separação de variáveis, obtem-se
R" (r) + (1 / r)R'(r) _ 2 
R(r)
Z" (z) 2
----  = -y
Z(z)
1 T" (t) _ 2
o
c2 T(t)
Para uma dependência temporal harmônica, exp(icot), K2 = y2 + k 
as soluções em z e em r ficam
Z(z) = A sen(yz) + B cos(yz)
(A8.1)
9
(A8.2)
(A8.3)
(A8.4)
(A8.5)
(A8.6)
R(r) = J0(Kr) (A8.7)
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APÊNDICE A9 - CÁLCULO DA CONSTANTE B 
NO CONTORNO DO MONOPÓLO
Seja o potencial de deslocamento dado por
g
<£> = ---exp i(tot - Kr)
4ítr
Calculando pressão (p),intensidade (I), potência (W) < 
constante, obtem-se
ô20 B 2
P  =  “ Po  7 7  =  P o ----®  e x P  “  K r )õt 47tr
W = 4<rtr I(r)
I(r) =
( p ( r ,  t ) 2 )  ^  i  ( p  P * )  
P 0C0 2  P o c O
B2 pQ co4 . B2 p;
p. p = --- ^— 5- (exp i(ot - K r ) ,  exp i(ot + K r ) )  = --- Ç
1 6  7t16 Jt2 r2
I(r) .
32 n r p0 c0
W =
B
8 7t c,0
4 D 2 ft) => B = — r
CO
2 it Cq W
\ l /2
(A9.1)
isolando a
(A9.2)
(A9.3)
(A9.4)
^(o4 (A9.5) 
r
(A9. 6)
(A9.7)
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